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はじめに

ミクロな世界における物理を記述するために生まれた量子力学では重ね合わせ状
態などといった特異な現象を扱う。しかしマクロな物質の重ね合わせ状態はいまだ
観測されたことがなく、マクロな世界でも量子力学が成立するかについては未解決
問題である。物質が量子性を失う現象はデコヒーレンス [1]と呼ばれ、マクロな物質
でこれが発生する要因は 2つ考えられている。1つ目は、マクロな物質は一般に環
境と相互作用しやすいためという説である。この場合系を十分に環境から孤立させ
れば量子性は見えるはずである。2つ目は、ある程度重い物質は自分自身の重力に
よって量子性が崩壊するという説でありこれは特に重力デコヒーレンス [2]と呼ば
れる。ただし観測例はなく、デコヒーレンスがおきるまでの時間の質量依存性とし
ていくつかモデルがあるため検証には様々な質量スケールの振動子において重力デ
コヒーレンスを観測する必要がある。そこで重力波検出器に代表されるようなレー
ザー干渉計を用いた量子計測を、様々な質量スケールの鏡で行うことができればこ
の問題に示唆を与えることができると考えられている。このような巨視的量子力学
の検証実験に必要な条件は鏡の位置測定精度をHeisenbergの不確定性原理から導出
される標準量子限界に到達させることである。しかし 0.1 mgスケールにおいては従
来のワイヤー懸架では懸架線の熱雑音によって標準量子限界に到達できない。
本修士論文研究では石英鏡が反磁性であることに着目し、磁場をかけて浮上させ
る"磁石懸架システム"の開発を行った。反磁性は多くの物質が持っている性質であ
り、一般にその効果は非常に小さいが強磁場をかけることで受動的に浮上させるこ
とができる。制御が必要ないため制御における雑音を生じないことが特徴である。
これまで生きた蛙 [3]やガラス [4]など多くの反磁性体の浮上が主に大型の超伝導コ
イルや常伝導コイルを用いて行われてきたが非常にコストがかかるため、本修士論
文研究では永久磁石を用いた。永久磁石と鉄で構成した磁石懸架システムの磁場分
布をシミュレーションして石英が浮上可能であることを示し、そして実際に 0.1 mg
から 1 mgの石英の浮上の実験的検証に成功した。反磁性体はスケールが小さいほど
浮上させやすい特徴があるが、このスケールかつ石英程度の磁化率での浮上例は永
久磁石を用いたシステムとしては我々が調べた限り過去にはない。また磁石懸架シ
ステムの雑音の見積もりも行った。
本修士論文の構成を記す。第 1章では背景を述べた。第 2章では反磁性体の磁気
浮上についてまとめた。第 3章以降では直径 0.4 mm、厚さ 0.4 mm、質量 0.1 mgの石
英鏡を磁石懸架した際のいくつかの代表的な古典雑音を見積もった。第 3章では環
境磁場雑音を見積もった。環境磁場雑音には環境磁場変動によるものと環境磁場勾
配変動によるものがあるが前者のみを扱った。第 4章では渦電流計算手法の精度検
証実験と渦電流熱雑音の見積もりを行った。ただ実際に散逸を測定するまでには至
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らなかった。第 5章では磁石の熱雑音を理論的手法と実験的手法で見積もった。第 6
章ではその他の雑音をまとめた。第 7章では本修士論文で見積もった古典雑音をま
とめ、400 Hzから 80 kHzにおいて標準量子限界を狙えることから、0.1 mgスケール
において磁石懸架はワイヤー懸架に代わる懸架手法として有望であることを示した。
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Abstruct

Quantum mechanics constructed to describe physics in the microscopic world deals
with unique phenomena such as superposition. However, the superposition state of macro-
scopic matter has not been observed yet, and it is an unsolved problem whether quantum
mechanics holds in the macroscopic world. The phenomenon a matter loses its quantum
property is called decoherence [1], and there are two possible causes for this in macro-
scopic matter. The first is that macroscopic matter are generally more likely to interact
with the environment. In this case, quantum properties should be visible if the system is
sufficiently isolated from the environment. The second is that the quantum nature of a
heavy matter collapses by its own gravity, which is called gravitational decoherence [2].
However, this phenomenon has not been observed yet, and there are several models as
mass dependence of the time until decoherence occurs. For verification, it is necessary to
observe gravitational decoherence with various mass scales. Therefore, it is thought that
if quantum measurement using an laser interferometer is realized with mirrors of various
mass scales, something may be found about this problem. A necessary condition required
to realize such a macroscopic quantum mechanics verification experiment is to reach the
position measurement sensitivity of the mirror the standard quantum limit derived from
Heisenberg’s uncertainty principle. However, at the 0.1 mg scale, the standard quantum
limit cannot be reached with conventional wire suspension due to the thermal noise of the
suspension wire.

In this master’s thesis research, we used the fact that quartz mirrors are diamagnetic,
and developed a "magnetic levitation system" that levitates by applying a magnetic field.
Diamagnetism is a property of many substances, and its effect is generally very small,
but it can be passively levitated by applying a strong magnetic field. The feature is that
there is no noise related to control because no control is required. Up to now, many
diamagnetic materials such as frogs [3] and glass [4] have been levitated mainly using
large superconducting coils or normal conducting coils, but the cost is extremely high. In
this thesis, permanent magnets were used. The magnetic field distribution of the magnetic
suspension system composed of permanent magnets and yokes was simulated to show that
quartz could levitate, and in fact, experimental verification of levitation of 0.1 mg～1 mg
quartz was successful. The diamagnetic material has the characteristic that the smaller the
scale, the easier it is to levitate. To the best of our knowledge, there is no case of levitation
with this scale and a susceptibility similar to that of quartz in the past. The noise of the
magnetic suspension system was also estimated.

The composition of this master’s thesis is described below. Chapter 1 summarizes some
background. Chapter 2 summarizes the diamagnetic levitation. From Chapter 3 onward,
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some typical classical noises were estimated when a quartz mirror with a diameter of
0.4 mm, a thickness of 0.4 mm, and a mass of 0.1 mg was suspended by the magnetic
levitation system. In Chapter 3, the environmental magnetic field noise was estimated.
There are two types of this noise, one due to environmental magnetic field fluctuation and
the other due to environmental magnetic field gradient fluctuation. In this study, I dealt
with only the former. In Chapter 4, eddy current thermal noise was estimated and accuracy
verification experiment of eddy current estimation method was performed. However, the
dissipation has not been measured yet. In Chapter 5, the thermal noise of the magnet was
estimated by theoretical and experimental methods. Chapter 6 summarizes other noises.
In Chapter 7, we summarize the classical noise estimated in this master’s thesis and show
that magnetic suspension is a promising alternative to wire suspension at the 0.1 mg scale
because the standard quantum limit can be aimed at 400 Hz～80 kHz.
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第1章 背景

1.1 巨視的量子力学
量子力学はミクロな世界を記述するために生まれ、重ね合わせ状態などといった
特異な現象を扱う。ただマクロな物質の重ね合わせ状態は観測されたことがないた
め、マクロな世界でも量子力学が成立するかについては未解決問題である。物質が
量子性を失う現象はデコヒーレンス [1]と呼ばれ、これが発生する要因は 2つ考え
られている。1つ目は、マクロな物質は一般に環境と相互作用しやすいためという
説である。この場合系を十分に環境から孤立させれば量子性は見えるはずである。2
つ目は、ある程度重い物質は自分自身の重力によって量子性が崩壊するという説で
ありこれは特に重力デコヒーレンス [2]と呼ばれる。ただし観測例はなく、デコヒー
レンスがおきるまでの時間の質量依存性といていくつかモデルがあるため検証には
様々な質量スケールの振動子において重力デコヒーレンスを観測する必要がある。

デコヒーレンス

量子力学ではある量子状態 |ψ1⟩と |ψ2⟩が実現可能ならば複素数 c1、c2を用いてこ
れらを重ね合わせた状態

|ψ⟩ = c1 |ψ1⟩ + c2 |ψ2⟩ (1.1)

も実現可能である。ここで環境も量子的に扱う。つまりこの系が状態 |ψ1⟩をとると
き環境が状態 |ϵ1⟩、状態 |ψ2⟩をとるとき環境が状態 |ϵ2⟩をとるものとする。このと
き環境も含めた状態は次のようにエンタングルする:

|ψ⟩ = c1 |ψ1⟩|ϵ1⟩ + c2 |ψ2⟩|ϵ2⟩ (1.2)

このとき任意の演算子 Q̂の期待値は

⟨ψ |Q̂ |ψ⟩ = |c1 |2⟨ψ1 |Q̂ |ψ1⟩ + |c2 |2⟨ψ2 |Q̂ |ψ2⟩ + 2Re
[
c∗1c2⟨ψ1 |Q̂|ψ2⟩⟨ϵ1 |ϵ2⟩

]
(1.3)

と計算できる。第 3項が状態 |ψ1⟩と |ψ2⟩の干渉効果を表す。ここでこの項は ⟨ϵ1 |ϵ2⟩
に比例することがわかる。つまり環境との相互作用が大きいほどデコヒーレンスが
起きることになる。
デコヒーレンスが起きる具体的な例としてヤングの干渉実験 (図 1.1)を考える。光
源で発生させた光子をスリットAもしくはスリットBを通した後スクリーンで干渉
させる。この実験を 1光子で行っても自分自身と干渉するため干渉縞が見られるの
が量子力学の特徴である。ここでスリットにセンサーを置くと干渉縞が消えること
が知られているが、これはセンサーが光子を検出する状態と検出しない状態が直交
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するためであると解釈できる。この実験を光子ではなくマクロな物質で行った場合、
干渉縞を観測するのは困難である。これは物質がスリットを通過する際にスリット
と相互作用してしまい、スリットを物体が通った状態と通らない状態が直交するた
めであると解釈できる。つまり実際にどちらのスリットを通ったか実際に測定をせ
ずとも、それが原理的にわかるほど環境に影響を与えるならばデコヒーレンスが起
きるのである。

図 1.1: ヤングの干渉実験

1.2 標準量子限界
巨視的量子力学を検証するために必要な条件は、振動子の位置測定精度をHeisen-

bergの不確定性原理から導かれる標準量子限界 (SQL)まで到達させることである。
不確定性原理は振動子の位置の揺らぎを ∆x、運動量の揺らぎを ∆p、ディラック
定数を ℏとすると

∆x∆p ≥ ℏ
2

(1.4)

と表される。振動子の位置を連続測定する場合、式 (1.4)をパワースペクトル密度に
換算すると

SSQL(ω) = 2ℏ| χ(ω) | (1.5)

と書ける。ここでωは角周波数、χ(ω)は振動子の力から変位の感受率である。

Fabry-Perot共振器における標準量子限界

Fabry-Perot共振器を用いて鏡の位置の測定を行う場合の標準量子限界と、光子の
量子性に起因するレーザーの量子雑音の関係について記す。
レーザーの量子雑音にはフォトディテクターに入射する光子数が統計的に揺らぐ
ことで生じる散射雑音と、鏡が光子から受ける輻射圧が統計的に揺らぐことで生じ
る輻射圧雑音があり、それぞれの鏡の位置変動スペクトル Sshot(ω)、Srad(ω)は次の
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ように表される [5]：

Sshot(ω) =
κ

4NcircG2

(
1 +

(ω − ∆)2

κ2

)
(1.6)

Srad(ω) =
4Ncircℏ

2G2 | χ(ω) |2
κ

(
1 +

(ω − ∆)2

κ2

)−1

(1.7)

ここで共振器のキャビティポールを κ、共振器内の光子数を Ncirc、レーザーの角周
波数をωL、片道の共振器長を L、G = ωL/L、∆を離調とした。
散射雑音と輻射圧雑音の和 Sqn(ω) = Sshot(ω) + Srad(ω)は共振器のカップリング
係数

K = 4NcircℏG2 | χ(ω) |
κ

(
1 +

(ω − ∆)2

κ2

)−1

(1.8)

を用いれば

Sqn(ω) =
SSQL(ω)

2

(
K + 1

K

)
≥ SSQL(ω) (1.9)

と書けることから量子雑音 Sqn(ω)を標準量子限界 SSQL(ω)以下にできないことがわ
かる。

図 1.2: 標準量子限界とレーザーの量子雑音の関係。フィネス 100、長さ 10cm、オー
バーカップリングのFabry-Perot共振器において共振器内パワーを1W、100W、10kW
とした。懸架鏡の質量は 0.1mg。

1.3 振動子の熱雑音
振動子の熱雑音について記す。
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振動子は熱浴とエネルギーをランダムにやり取りし平衡状態になっており、揺動
散逸定理により、熱浴へのエネルギーの散逸が大きいほど熱浴から流入する揺動力
も大きくなる。この揺動力が振動子の熱雑音の起源であり、これによる振動子の変
位スペクトルを求める。
まず散逸項を無視した場合の振動子の運動方程式は

mẍ(t) = −mω2
mx(t) + F (t) (1.10)

である。mは質量、ωmは共振角周波数、F (t)は外力である。式 1.10をフーリエ変
換すると

−mω2x(ω) = −mω2
m(1 + iϕ)x(ω) + F (ω) (1.11)

となる。ここでばね定数に虚部を導入した。この項は散逸を表し、ϕは損失角と呼
ばれる。
損失角 ϕには周波数に比例する viscousモデルとほぼ一定である structureモデル
の 2種類がある:

ϕ =


ω
ωmQ (viscous)
1
Q (structure)

(1.12)

ここで無次元量であるQ値を導入した。これはモデルによらず共振周波数における
損失角 ϕの逆数を表す。
次に散逸 γを次のように定義する:

γ =

ωm
2Q (viscous)
ω2

m
2Qω (structure)

(1.13)

揺動散逸定理によれば熱揺動力のスペクトルはボルツマン定数 kB、温度T、散逸 γ

を用いて次のように表される [6]：

Sf,th(ω) = 8kBTγm (1.14)

ここで感受率 χ(ω)は式 (1.11)より

χ(ω) =
x(ω)
F (ω)

=
1

m(ω2
m − ω2 + iω2

mϕ)
(1.15)

であるから、熱雑音による振動子の変位スペクトルは式 (1.14)、(1.15)より

Sx,th(ω) = | χ(ω) |2Sf,th(ω)

=
1
m

8kBTγ
(ω2

m − ω2)2 + ω4
mϕ

2
(1.16)

となる。
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1.4 鏡の熱雑音
鏡の熱雑音は以下のように表される [7, 8]:

S(ω) =
4kBT
ω

[
ϕs√
πωL

1 − ν2
s

Ys
+

∑
c

dcϕc

πω2
L

Y 2
c (1 + νs)2(1 − 2νs)2 + Y 2

s (1 + νc)2(1 − 2νc)
Y 2

s Yc(1 − ν2
c )

]
(1.17)

第 1項が基材の熱雑音、第 2項がコーティングの熱雑音である。ここで ϕは損失角、
Y はヤング率、νはポアソン比、dはコーティングの厚さ、ωLはビーム半径である。
添え字の sは基材、cはコーティングを表す。コーティングとしてTiO2-doped Ta2O3

が N+1層、SiO2が N 層の誘電体多層膜を考える。層の厚さは各層の片道の位相変
化が π/4となるようにする。屈折率をそれぞれ n1、n2、鏡の反射率を rとすると

N =
ln

(
(n2/n2

1)(1 + r)/(1 − r)
)

2ln(n1/n2)
(1.18)

の関係がある。
鏡でのビーム径 ωLの決定方法を考える。ガウシアンビームの規格化された強度
分布は

P(r) =
2
πω2

L

exp


−2r2

ω2
L


 (1.19)

であり、鏡の半径を r0とすると r > r0のレーザーパワーは失われ、その割合は∫ ∞

r0

2πrP(r)dr = exp


−2r2

0

ω2
L


 (1.20)

である。つまり

exp


−2r2

0

ω2
L


 ≪ 1 − r2 (1.21)

を満たす必要がある。

1.5 懸架線の熱雑音
鏡を懸架線で懸架したときの熱雑音について記す。
振り子の復元力として働くのは懸架線の張力のみではなく重力も含まれるが、重
力には散逸がないため振り子の散逸は懸架線の素材が持つ散逸よりも軽減される。
これは重力希薄化と呼ばれ、素材の Q値をQmat、鏡の質量を m、重力加速度を g、
懸架線の長さを l、半径を r、本数を n、ヤング率をY とすると振り子のQ値は

Q =
4l

nr2

√
mg

πY
Qmat (1.22)
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となる [9]。つまり懸架線に同じ素材を用いた場合Q値は
√

ml/r2に比例するため、
鏡は重くするほど、懸架線は細長くするほどQ値を高くできる。
また懸架線にはバイオリンモードと呼ばれるそれ自身が弾性振動をするモードも存
在し、その熱雑音も考慮する必要がある。懸架線の質量をmw、音速を v =

√
mgl/mw

とすると n次のバイオリンモードの共振角周波数はωn ≃ nπωm
√

m/mw、換算質量は
µn =

m
2 (1 + (ωn/ωm)2/ cos2 (lωn/v))であり、これを用いて熱雑音は

S(ω) =
∑

n

4kBT
µnω

ω2
nϕn

(ω2
n − ω2)2 + ω4

nϕ
2
n

(1.23)

と書ける [10]。ここで ϕnは n次モードの散逸であり、次数にはあまり依存せず基本
の振り子モードの散逸の約 4倍である [11]。鏡は重くするほど、懸架線は軽くする
ほどバイオリンモードを高周波にもっていけるため有利になる。
ここまでで鏡を懸架線で懸架したときの熱雑音について述べ、鏡が軽いほどこの
雑音の影響は大きくなることを確認した。現在mgスケールにおいて最もQ値の高い
振り子は長さ 5 cm、直径 1 µmの石英ファイバーを用いたもので共振周波数 2.2 Hz、
Q値 2 × 106、鏡の質量は 7 mgであり、1 kHz付近において標準量子限界を狙うこと
ができる [12]。ところが仮にこれと同じ振り子を用いて 0.1 mgの鏡を懸架したとす
ると図 1.3のように懸架線の熱雑音が標準量子限界を超えてしまう。

図 1.3: 0.1 mg の鏡を懸架したときの懸架線の熱雑音と鏡の熱雑音。鏡の半径は
0.2 mm、反射率は 99%、ビーム半径は 0.1 mm、鏡の物性値は表 1.1の通りとした。
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表 1.1: 鏡の物性値 [13]

物質 石英 (基材) 石英 (コーティング) TiO2-doped Ta2O3

損失角 ϕ 1×10−6 5×10−5 2×10−4

ポアソン比 ν 0.17 0.17 0.28
ヤング率Y 73 GPa 73 GPa 140 GPa
屈折率 n 1.45 1.45 2.07
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第2章 反磁性体の磁気浮上

前節ではmgスケール以下では懸架線の熱雑音のためワイヤー懸架では標準量子
限界の到達が難しいことを確認した。そこで本論文では石英鏡が反磁性であること
を利用し、永久磁石を用いて発生させた磁場に反発させて浮上させる"磁石懸架シス
テム"を開発する。ただし 0.1 mgよりも小さいスケールではピンセットで扱うこと
が難しく、鏡の製造も難しい。また後ほど述べるが磁気浮上はスケールが小さいほ
ど行いやすい。そこで 0.1 mg∼1 mg程度の浮上を目指す。

2.1 磁性
全ての物質は磁場に対しなんらかの反応を示す。これは電子が磁気モーメントを
もっているためでありこの磁気モーメントは電子のスピン運動によるものと電子の
軌道運動によるものに分けられる。軌道運動についてはさらに電子の角運動量によ
るものと反磁性の効果によるものに分けられる。
電子のスピンによって生じるスピン磁気モーメント µspinは

µspin = −gµBs (2.1)

と表される。ここでgは電子のg因子 (およそ2)、µB = eℏ/2m ∼ 9.274×10−24 [J/T=A·m2]
はボーア磁子、−eは電子の電荷、mは電子の質量、ℏsは電子のスピン角運動量で
ある。
電子の軌道角運動量に起因する軌道磁気モーメント µorbitは

µorbit = −µBl (2.2)

と表される。ここで ℏlは電子の軌道角運動量であり

ℏl = r × p (2.3)

で定義される。r は電子の位置、pは電子の運動量である。
反磁性の効果 (ラーモア反磁性)による磁気モーメントは次節で述べる。
ちなみに原子核も磁気モーメント

µ = gNµNI (2.4)

を持つ。ここで gNは 1程度、µN = eℏ/2mpは核ボーア磁子、mpは陽子の質量、ℏI
は原子核のスピン角運動量である。ただし陽子の質量は電子の約 2000倍であるため
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原子核の磁気モーメントは電子の磁気モーメントに対してふつう無視できる。
　単位体積当たりの磁気モーメントを磁化Mといい、体積をV とすれば

M =

∑
i µi

V
(2.5)

と書ける。µ0は真空の透磁率である。外部磁場を H、磁化を M、外部磁場と磁化
が作る磁場を合わせた磁束密度を Bとすると

B = µ0(H + M ) (2.6)

の関係がある。横軸に H、縦軸に Bをとったグラフを B-H曲線という。
物質は大きく分けて常磁性体、反磁性体、強磁性体の 3種類に分類できる。まず
常磁性と反磁性について述べる。
常磁性には 2つのパターンがある。外部磁場がないとき各原子が磁気モーメント
を持つ場合と持たない場合である。前者の場合、外部磁場がない場合は各磁気モー
メントはばらばらの方向を向いているため全体の磁気モーメントは打ち消しあって
いる。ここで外部磁場をかけると各磁気モーメントが外部磁場の方向を向く確率が
他の方向を向く確率よりもわずかに高くなり、その結果全体として外部磁場の方向
にわずかな磁気モーメントを持つようになる。後者の場合は外部磁場によってそれ
と平行な向きにわずかに磁化される。反磁性は後者に相当するが、外部磁場と逆の
向きに磁化される点が異なる。
常磁性体、または反磁性体に外部磁場 Bをかけたとき物質が

M =
χ

µ0
B (2.7)

だけ磁化されるとする。このとき χを（単位体積あたりの）磁化率という。χ > 0
の物質が常磁性体、χ < 0の物質が反磁性体である。
体積V の磁性体に外部磁場 Bをかけたときのエネルギーを求める。磁気モーメン
ト µに外部磁場 Bをかけた場合のエネルギーUは

U = −µ · B (2.8)

であるから、磁性体の場合は −V dM · Bを積分すればよい：

U = −
∫ B

0
V dM · B = − χV

2µ0
B2 (2.9)

これより磁性体が外部磁場 Bから受ける力 Fは

F = −∇U =
χV
2µ0
∇B2 (2.10)

となる。
鉄やコバルト、ニッケルなどは強磁性体と呼ばれる。永久磁石も強磁性体の一種で
ある。例として鉄の構造について述べる。鉄の内部は図 2.1のように磁区とよばれる
いくつかの領域にわかれており、それぞれの磁区内の磁気モーメントは非古典的な相
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互作用により全て同じ方向を向いている。磁区の大きさはおおよそ 0.01 mm∼0.1 mm
である。外部磁場がない場合はそれぞれの磁区の磁気モーメントの向きは古典的な
クーロン相互作用によりばらばらの方向を向いているため全体としては磁気モーメ
ントは打ち消される。ここで外部磁場をかけていくとクーロン相互作用が破れ、そ
れぞれの磁区は外部磁場と同じ方向を向いていき、図 2.2のように全ての磁区が外
部磁場の方向を向いたところで磁化は飽和する。B-H曲線は図 2.3のようになる。鉄
は 2 T程度で飽和することがわかる。

図 2.1:外部磁場がない場合の鉄の磁区構造

図 2.2:外部磁場がある場合の鉄の磁区構造

図 2.3: 鉄の B-H曲線
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鉄は通常外部磁場を取り去ると磁化はなくなる1が永久磁石の場合は図 2.4のよう
に自発磁化を持つ。外部磁場がゼロのときの磁束密度を残留磁束密度 (Br)といい、
磁束密度をゼロにするのに必要な外部磁場の大きさを保持力 (Hc)という。これらが
（絶対値として）大きい程強力な永久磁石と言える。

図 2.4: 永久磁石の B-H曲線

2.2 ラーモア反磁性
石英が持つ反磁性はラーモア反磁性と呼ばれるものである。これについて見て
いく。
簡単のため原点に静止した自由単原子を考える。これに z方向に一様な外部磁場

Bをかけた系のハミルトニアンH は

H =
∑

i

(pi + eA(ri))2

2m
+

∑
i

gµBsi · B +H0 (2.11)

である。第 1項は電子の運動エネルギー、第 2項は電子と外部磁場の相互作用によ
るゼーマンエネルギー、第 3項は電子同士や電子と原子核の電磁相互作用を表す。
ここで

∑
iはそれぞれの電子について和をとることを表す。A(r )はベクトルポテン

シャルである。ベクトルポテンシャル A(r )に対称ゲージ A(r ) = (B × r )/2を用いる
とハミルトニアンH は

H =
∑

i

p2
i

2m
+ µB

∑
i

(li, z + gsi, z)B +
∑

i

e2

8m
(x2

i + y2
i )B2 +H0 (2.12)

1炭素の含有量が多い場合は多少の自発磁化を持つ。
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と変形できる。このとき原子の磁気モーメントの z成分 µzは

µz = −
∂H
∂Bz

= −µB

∑
i

(li, z + gsi, z) −
∑

i

e2

4m
(x2

i + y2
i )B

= µpara + µdia (2.13)

となる。ここで

µpara = −µB

∑
i

(li, z + gsi, z) (2.14)

µdia = −
∑

i

e2

4m
(x2

i + y2
i )B (2.15)

とおいた。電子の軌道角運動量とスピン角運動量に由来する µparaはよりエネルギー
の低い+z方向を向きやすいため常磁性を表していることがわかる。これに対し µdia

は外部磁場とは逆の −z方向を向くため反磁性を表している。この反磁性は特にラー
モア反磁性と呼ばれる2。これはすべての物質が持つ性質であるが一般に非常に弱
く、µparaがゼロとみなせない場合は覆い隠されてしまう。
　ラーモア反磁性が古典的にはファラデーの法則に対応することを見てみる。z軸
に垂直な面内の半径 aの円軌道上の電子を考える。初めは静止しているとする。時
間 τの間に磁場を 0から Bまで増加させる。磁場は z方向で一様とする。このとき
電子の軌道上にはファラデーの法則に従い誘導電場

E = − 1
2πa

∂Φ

∂t
(2.16)

が発生し電子を加速させる。ここでΦは軌道を貫く全磁束である。電子の最終速度 v

は

v =

∫ τ

0

−e
m

Edt =
e

2πam

∫
dΦ =

eaB
2m

(2.17)

となるので電子の軌道運動が作る磁気モーメントの z成分は

µz =
−eav

2
= −a2e2

4m
B (2.18)

となり式 (2.15)において電子を 1個のみとした場合に一致する。このように古典的
に扱った場合でも表式は量子的なものに一致するが、古典的には誘導電流は磁場変
化に比例するため磁場変化が終われば消えるのに対し、量子力学が支配的な領域で
は永久に流れ続けることが反磁性の起源であると解釈できる。

2式 (2.15)からわかるようにラーモア反磁性を起源とする反磁性体の磁化率は温度にほぼ依存しな
い。室温程度では原子内の電子は励起されないからである。これに対し金属やグラファイトがもつ反
磁性は Landau反磁性と呼ばれ、この場合は磁化率は温度に依存する。
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2.3 浮上原理
静磁場を用いて磁性体を安定して浮上させることができるための条件を考える。
詳しくは [14]の付録A∼Cを参照するとよい。

1839年にT. Earnshawは、ある自由空間に存在する荷電粒子に対し静電場のみを用
いて安定なポテンシャルを作ることができないことを示した [15]。これをEarnshawの
定理という。自由空間において電気的なポテンシャルはラプラス方程式に従い、自由
空間では極大点や極小点を作れないためである。1939年にW. BraunbekはEarnshaw
の定理を拡張し、ある自由空間に存在する電気双極子モーメントや磁気モーメント
に対し静電場や静磁場のみを用いて安定なポテンシャルを作ることができるための
条件を考察した [16, 17]。これらについてまとめる。
まず自由空間において静磁場 Bがラプラス方程式に従うことを示す。ベクトル解
析の公式より

∇2B = ∇(∇ · B) − ∇ × (∇ × B) (2.19)

である。ここで透磁率を µ、電流密度を jとしたとき静的な場合のMaxwell方程式は

∇ · B = 0 (2.20)

∇ × B = µj (2.21)

であるが自由空間において電流はゼロであるため静磁場はラプラス方程式

∇2B = 0 (2.22)

に従うことがわかる。
静的な外部磁場 Bを用いて磁気モーメント µを持つ永久磁石を浮上させる場合を
考える。磁気的なポテンシャルをUとする。安定点では

∇2U > 0 (2.23)

となる必要があるが式 (2.8)、(2.22)を用いると

∇2U = −∇2(µ · B)

= −µ · ∇2B

= 0 (2.24)

となり、ポテンシャルは極大も極小もとれないことがわかる。つまり自由空間にお
いて静的な外部磁場を用いて永久磁石を安定に浮上させることは不可能である。こ
れを Earnshawの定理と呼ぶこともある。
次に体積V、磁化率 χの常磁性体や反磁性体を浮上させる場合を考える。式 (2.9)、

(2.22)を用いれば

∇2U = − χV
2µ0
∇2B2

= − χV
2µ0

(2(∂i B j )2 + 2B · ∇2B)

= − χV
µ0

(∂i B j )2 (2.25)
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となる。これより χ < 0である反磁性体ならば静磁場のみを用いて安定に浮上しう
ることがわかる。
密度 ρの十分小さい反磁性体を安定に浮上させるための必要十分条件を考える。
重力は −z方向に働くとする。条件は浮上位置において

∂Fx

∂x
< 0　 (2.26)

∂Fy

∂y
< 0 (2.27)

∂Fz

∂z
< 0 (2.28)

F = 0 (2.29)

が成り立つことである。式 (2.10)を用いるとこれらの条件は

∂2B2

∂x2 > 0 (2.30)

∂2B2

∂y2 > 0 (2.31)

∂2B2

∂z2 > 0 (2.32)

∇B2 =
2µ0ρg

χ
ez (2.33)

と変形できる。ただし ezは z方向の単位ベクトルである。
特に z軸に対し軸対称な系において z軸上で浮上させる場合を考えると、これら
の条件は円柱座標系を用いて

∂2B2

∂r2 > 0 (2.34)

∂2B2
z

∂z2 > 0 (2.35)

Bz
∂Bz

∂z
=

µ0ρg

χ
(2.36)

と書ける。式 (2.34)が水平方向の安定条件である。これを満たすには z軸上から水
平方向にずれると磁場が大きくなるような系が必要となる。式 (2.35)が垂直方向の
安定条件、式 (2.36)が磁力と重力がつり合うための条件である。反磁性体は一般に
磁化率の絶対値が小さいため、浮上させるためには磁場と磁場勾配の積の絶対値を
大きくする必要がある。
反磁性体の磁気浮上にはスケーリング則が存在する [18]。原点にある磁化M、体
積V の磁石を用いて位置 r にある反磁性体を浮上させる場合を考える。位置 r にお
ける磁場は

B(r ) = − µ0V
4π

(
M

r3 −
3(M · r )r )

r5

)
(2.37)

である。ここで全体のスケールを k 倍する。このとき位置 r は r′ = kr、磁石の体
積V はV ′ = k3V に変換される。ただし磁化Mは不変とする。このとき位置 r′の磁
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場は

B′(r′) = − µ0V ′

4π

(
M

r′3
− 3(M · r′)r′)

r′5

)
= B(r ) (2.38)

と不変になるため磁場因子∇B2は

∇′B′2(r′) =
∇B2(r )

k
(2.39)

と 1/k倍になる。つまりスケールが小さいほど浮上力が大きくなり、浮上には有利
である。

2.4 磁化率一覧

表 2.1: 磁化率

磁化率 − χ(×10−5) 密度 ρ[g/cm3] 磁場 [-T2/m]
熱分解グラファイト (⊥ ) [19] 45 2.3 62

グラファイト [19] 16 2.3 170
ビスマス [20] 16 9.8 730
エタノール [20] 0.72 0.79 1400
水 [20] 0.90 1.0 1400

エチレングリコール [21] 0.90 1.1 1500
PEEK [21] 0.93 1.3 1700
アセトン [20] 0.57 0.78 1700
石英 [20] 1.4 2.2 2000

ダイヤモンド [20] 2.2 3.5 2000
アクリル [20] 0.67 1.2 2200
テフロン [21] 1.0 2.2 2600
N-BK7 [21] 1.2 2.5 2700

酸化アルミニウム [20] 1.8 4.0 2700
銀 [20] 2.4 10.5 5400
金 [20] 3.5 19.3 6900

シリコン [20] 0.33 2.3 8900
銅 [20] 0.97 9.0 11000

代表的な反磁性体の磁化率と浮上に必要な磁場因子 Bz∂Bz/∂zを表 2.1に示す。熱
分解グラファイトは永久磁石で容易に浮上できる。ただ第 4章で詳しく述べるが導
電性の物質を浮上させる場合は浮上体の内部に流れる渦電流による熱雑音が大きく
なってしまう。そのため本修士論文では電気抵抗率が非常に大きく、また鏡の一般
的な材質である石英を浮上させる。
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2.5 強磁場の発生
反磁性体の磁気浮上には強磁場が必要である。
最も手軽に磁場を発生させる方法は永久磁石を用いることである。市販されてい
る永久磁石の表面磁束密度は最高でもせいぜい 1 T程度であり、さらに強くするに
は磁石の配置を工夫する必要がある。大型の永久磁石を特殊形状 (Hacbach配列)に
配置し、さらに鉄と組み合わせることで 4 Tを発生させた例がある [22]。
さらに強くするためにはコイルを使う必要がある。コイルの内部に鉄芯を入れる
と効率よく磁場を発生させられるが鉄は図 2.3のように 2 T程度で飽和してしまうた
めそれ以上にする場合は空芯コイルが用いられる。ただし常伝導コイルの場合は大
電流を流すと発熱の問題があり、20 Tを発生させるには消費電力はおよそ 1000万
ワットにもなる。通常大型の常伝導コイルは水冷式である。
コイルのワイヤーに超伝導体を用いればジュール熱は発生せず、超伝導の転移温
度以下への冷却のみが必要である。6 T程度までなら自作可能である [23]。それ以上
にする場合は 20 T程度までなら市販されている。冷却に液体ヘリウムを用いず冷凍
機で動作する無冷媒型超伝導コイルも存在する。
最も強いDC磁場を発生させる方法は常伝導コイルと超伝導コイルを組み合わせ
たハイブリッド磁石を用いるもので、現在の世界記録は 45.5 Tである [24]。

2.6 歴史
反磁性体の磁気浮上の歴史について述べる。詳細は [25–27]を参照するとよい。
　反磁性体の磁気浮上は 1939年にW. Braunbeckによって初めて行われた [16, 17]。
彼は常伝導コイルを用いて 2.1 T∼2.3 Tにおいて 75 mgのグラファイト、2.3 T∼2.4 T
において 8 mgのビスマスの浮上に成功した。消費電力は 530 Wであった。
　永久磁石の浮上は 1947年にV. Arkadievによって初めて行われた [28]。直径 40 mm
の鉛のディスクを液体ヘリウムによって冷却し超伝導体にすることで強い反磁性体
とし、その上で約 1 gの永久磁石が反発して浮上した。鉛は第一種超伝導体である
ためピン止め効果ではなく純粋な反磁性による反発力である。水平方向を安定にす
るため鉛のディスクの中心を少し窪ませていた。
　 1956年にA.H. BoerdijkはW. Braunbeckの実験よりも少しスケールを小さくする
ことで永久磁石のみを用いたグラファイトの浮上に成功した [29]。また彼はグラファ
イトを用いた永久磁石の浮上にも成功した [30]。直径 3 cm、厚さ 30 cmの永久磁石
の下のあたりに直径 1 mm、厚さ 0.3 mmの浮上させる永久磁石を不安定つり合いと
なるように配置した。ここで浮上させる永久磁石のすぐ下にグラファイトを置くこ
とで安定つり合いとなり、磁石は浮上した。彼が行ったこれら２つの実験は給電や
冷却を必要としない磁気浮上の最初の例である。
　 1991年に E. BeaugnonとR. Toumierはハイブリッド磁石を用いてグラファイトと
ビスマスのみならず水、エタノール、アセトン、アンチモン、木、プラスチックの
浮上に成功した [31, 32]。水の浮上には 26.5 T∼27 Tが必要であった。
　 1997年∼2000年にかけてA.K. Geimらは 16 T常伝導コイルを用いた体長数 cmの
生きた蛙の浮上や、永久磁石を指の反磁性を用いて浮上させるなど [3, 19, 26, 33]世
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間の注目を集める実験を行い、A.K. GeimとM.V. Berryは 2000年にイグノーベル賞
を受賞した。
　 2004年に I.F. Lyuksyutovらは数 µm∼数十 µm程度、質量にすると pg∼ µg程度の
水や油、ポリスチレンなどを永久磁石を用いて浮上させた [34]。永久磁石のサイズ
は長さ 10 mm、幅 10 mm、高さ 0.1 mm∼2 mmで幅方向に磁化しており、同一平面上
に幅方向に 2つの磁石を高さの 0.25倍 ∼0.4倍離して配置した。磁化方向は互いに
向き合う方向である。これら 2つの磁石の隙間に反磁性体が浮上した。磁場は 0.5 T
程度であるがスケールが小さいため磁場因子 Bz∂Bz/∂zは 5000 T2/m程度であり、ミ
クロンサイズ以下なら多くの反磁性体が永久磁石で浮上可能であることを示した。
　2017年にSemenovらは径方向に磁化したリング型の永久磁石を用いて直径400 µm、
質量 40 µgの水を浮上させた [35]。　

2.7 磁石懸架システム
前節で反磁性体の浮上における歴史を見た。大型の常伝導コイルや超伝導コイルを
用いれば多くの反磁性体が浮上可能である一方、非常にコストがかかってしまう。と
ころが最近はミクロスケールならば永久磁石で浮上可能になってきた。ただ0.1∼1 mg
の石英については成功例がなかった。本修士論文では [35]のセットアップをアップ
グレードすることでこれを目指す。
磁石懸架システムの構成について述べる。なお各部品の図面は付録にのせた。
図 2.5のような径方向に磁化した扇型ネオジム磁石を図 2.6左のようにステンレス
の容器 (内径 51 mm)に８個押し込むことで中心に磁場を集中させる。さらに中心に
直径 2.3 mmの鉄芯を入れる。鉄は透磁率が高く磁場を引き付ける効果があるためこ
れによりさらに中心に集中させることができる。そして図 2.6右のように磁石の上
に中心に直径 2.3 mmの穴があいた円形の鉄板 (厚さ 3 mm)を配置する。この鉄板に
はねじ穴が 3個あいており、このねじを回すことで鉄板と磁石との距離を微調整で
きる。鉄芯に集中させられ上方向に向かった磁場は鉄芯の上端のあたりで最も強く
なるが、鉄芯の外に出ると今度は鉄板に引き付けられるため径方向に急激に進路を
変える。このため鉄芯の真上あたりの自由空間に大きな磁場因子 Bz∂Bz/∂zを作る
ことができる。断面図と磁場分布を図 2.7に示す。鉄芯の上端の中心を原点とした
円柱座標を用いた。

図 2.5: ネオジム磁石 (株式会社二六製作所製)
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図 2.6: 磁石懸架システム

図 2.7: 磁石懸架システムの断面図と磁場分布

[35]のセットアップとの違いとしては、鉄芯を入れたことと、鉄板の穴の直径（と
鉄芯の直径）を 1.6 mmから 2.3 mmに広げたことでより大きな物体を浮上できるよ
うにしたことなどが挙げられる。スケールを大きくすることで浮上力は低下してし
まうが鉄芯を入れることでこれを補った形である。
このシステムを組み立てる際の注意点を記す。磁石同士は反発するため、ステン
レスの容器に押し込むことは容易ではなかった。磁石を手に持ち上から押し込もう
としても水平方向に働く磁力のためうまく真下に力を入れることができない。そこ
で図 2.8のように L字型のブロックを組み合わせることで押し込む際に磁石が水平
方向にずれてしまうことを防ぎつつ、二人がかりで棒を使って押し込んだ。また、
ステンレスの容器の側面のねじは磁石を中心に押し込むことで隙間をなくすことや
鉄芯が上にあがるのを防ぐことが目的であるが、組み立ての際はもっと長いねじを
差し込み、磁石が入るスペースを確保する目的もある。
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図 2.8: 磁石懸架システムの組み立て

2.8 磁力のシミュレーション
磁場シミュレーションソフト Poissonを用いて磁場分布のシミュレーションを行
い、磁石と鉄板のギャップが 0.8 mm、1.2 mm、1.6 mm、2 mmの場合で比較をする。
座標の取り方は図 2.7と同じとする。1.2 mmのときのソースコードをソールコード
2.1に示す。シミュレーションには磁石の残留磁束密度と保持力を指定する必要があ
るが株式会社二六製作所のホームページ [36]に掲載されている値を用いた。また鉄
の B-H曲線も必要であるが Poissonのデフォルト値である図 2.3を用いた。

ソースコード 2.1: 磁石懸架システムの磁場分布 (ギャップ 1.2 mm)

1 Magne t ic L e v i t a t i o n System
2 &r e g kprob =0 , ; P o i s s o n or P a n d i r a problem
3 mode=0 , ; M a t e r i a l s have v a r i a b l e p e r m e a b i l i t y
4 i c y l i n =1 , ; C y l i n d r i c a l symmetry
5 x reg= 2 . 5
6 k reg=−1 ,250
7 kmax=40
8 y reg = −2.5 ,0 .5
9 l r e g =−1 ,25 ,300

10 lmax=25
11
12 n b s l o =0 , ; D i r i c h l e t boundary c o n d i t i o n on lower edge
13 nbsup=0 , ; D i r i c h l e t boundary c o n d i t i o n on upper edge
14 n b s l f =0 , ; D i r i c h l e t boundary c o n d i t i o n on l e f t edge
15 n b s r t=0 ; D i r i c h l e t boundary c o n d i t i o n on r i g h t edge
16 xminf=0 , xmaxf=0 ; X r a n g e f o r f i e l d i n t e r p o l a t i o n
17 yminf=−6,ymaxf=4 & ; F ixed Y f o r f i e l d i n t e r p o l a t i o n
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18
19 &po x=0 , y=−6 & ; Oute r boundary o f geomet ry
20 &po x=6 , y=−6 &
21 &po x=6 , y=4 &
22 &po x=0 , y=4 &
23 &po x=0 , y=−6 &
24
25 &r e g mat=7 , mshape=1 , mt id=1 &
26 &po x=0.165 , y= 0 &
27 &po x=2.5 , y= 0 &
28 &po x=2.5 , y=−2.5 &
29 &po x=0.115 , y= −2.5 &
30 &po x=0.115 , y= −0.05 &
31 &po x=0.165 , y= 0 &
32
33 &r e g mat=2& ; yoke
34 &po x=0.125 , y= 0 . 1 2 &
35 &po x=2.1 , y= 0 . 1 2 &
36 &po x=2 .1 , y=0.42 &
37 &po x=0 .115 , y=0.42 &
38 &po x=0 .115 , y=0.13 &
39 &po x=0.125 , y= 0 . 1 2 &
40
41 &r e g mat=3& ; c e n t e r yoke
42 &po x=0.105 , y= 0 &
43 &po x=0 , y= 0 &
44 &po x=0 , y=−2.5 &
45 &po x=0 .115 , y=−2.5 &
46 &po x=0 .115 , y=−0.01 &
47 &po x=0.105 , y= 0 &
48
49 &mt mt id=1 ; M a t e r i a l ID number
50 a e a s y =180 , ; Easy a x i s d i r e c t i o n
51 gamper=1 , ; Gamma p e r p e n d i c u l a r t o ea sy a x i s
52 h c e p t =−10800 , b c e p t =12800. & ; H and B i n t e r c e p t s

鉄芯の真上付近の磁場は図 2.9のようになった。強い磁場と磁場勾配が発生してい
る。また z≲1.5 mmで水平方向に安定なポテンシャルとなっていることもわかる。z
軸上で十分小さい石英が受ける磁力を重力で規格化すると図 2.10のようになった。
例えばギャップが 0.8 mmのときは z=1.2 mmのあたりで浮上でき、ギャップを変える
ことで浮上高さを変えられる。水平方向と垂直方向の共振周波数は図 2.11、2.12の
ようになった。負の領域はばね定数が負であることを意味する。図 2.10、2.11、2.12
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をまとめ、磁力と重力がつり合う位置における水平方向と垂直方向の共振周波数を
示すと図 2.13となった。石英をピンセットでリリースする際の揺れや静電気を考え
ると共振周波数はなるべく高いほうが浮上は容易に行うことができるため、ギャッ
プは 1.6 mm程度が最適となる。

図 2.9: 磁場

図 2.10: 磁力
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図 2.11: 水平方向の共振周波数

図 2.12: 垂直方向の共振周波数
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図 2.13: つり合い位置における共振周波数

2.9 浮上検証実験
現状まだこのスケールの石英鏡は用意できていないため、石英鏡を砕くことで作成
した破片を用いた。ギャップがおよそ1.2 mmのとき、大きさ0.3 mm×0.3 mm×0.6 mm
程度で質量約 0.1 mgの石英ガラスと、大きさ 0.7 mm×0.7 mm×0.7 mm程度で質量約
1 mgの石英ガラスの浮上に成功した。それぞれ上からと横からの画像を図 2.14∼2.17
に示す。ここで、石英ガラスはいびつな形状をしているため大きさと質量はおおよ
その値である。
なお静電気対策なしで浮上することはなかった。対策方法を記す。石英を静電気
をためにくい竹製ピンセットで掴んだままイオナイザ (ER-F12SA)の風に十秒 ∼数
十秒当てて除電した。イオナイザからはプラスイオンとマイナスイオンがほぼ等量
噴射されるため、石英がプラスに帯電している場合はマイナスイオンが、マイナス
に帯電している場合はプラスイオンが吸着し中和される。石英を掴んだ状態のピン
セットは鉄板の穴に入らなかったため穴の真上あたりからリリースした。また磁石
はアースをした。図 2.6の青いケーブルがアース線である。
ギャップを1.2 mmにした場合の浮上高さのシミュレーション値は図2.10より1.4 mm
であり大きさ 0.7 mm程度までなら大きさの効果はほとんどなさそうであるが、実
際の浮上高さは 0.7∼0.8 mm程度となった。このずれの原因としては、まだ静電気を
除電しきれていない可能性や、磁石の残留磁束密度や保持力のシミュレーション値
と実際の値とのずれ、鉄のB-H曲線のシミュレーション値と実際の値とのずれなど
が考えられる。磁場を測定することで後者 2つは検証できるが十分小さい磁場セン
サーが必要であり、今回は測定を見送った。
次章以降では磁石懸架システムにおける雑音を見積もる。鏡の直径は 0.4 mm、厚
さ 0.4 mm、質量 0.1 mg、浮上高さはシミュレーション通り 1.4 mmとする。
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図 2.14: 0.1 mgの石英ガラスの磁気浮上 (上から)

図 2.15: 0.1 mgの石英ガラスの磁気浮上 (横から)
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図 2.16: 1 mgの石英ガラスの磁気浮上 (上から)

図 2.17: 1 mgの石英ガラスの磁気浮上 (横から)
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第3章 環境磁場雑音

磁石懸架システムが作る磁場によって鏡は磁化するため環境磁場から力を受け雑
音となる。この章ではこの雑音の大きさを見積もる。
鏡が受ける磁場は磁石が発生させるものと環境磁場に分けることができ、それぞ
れを Bmag, z、Bex, zと書くことにすれば、鏡が受ける磁力は式 (2.10)より

Fz =
χV
µ0

(Bmag, z + Bex, z)(∂z Bmag, z + ∂z Bex, z) (3.1)

となる。ここで ∂z ≡ ∂
∂z とした。ここで磁場と力を平均値と揺らぎ成分に分ける：

Bmag, z = Bmag, z + ∆Bmag, z (3.2)

∂z Bmag, z = ∂z Bmag, z + ∆(∂z Bmag, z) (3.3)

Bex, z = Bex, z + ∆Bex, z (3.4)

∂z Bex, z = ∂z Bex, z + ∆(∂z Bex, z) (3.5)

Fz = F z + ∆Fz (3.6)

すると式 (3.1)は次のようになる：

∆Fz ∼
χV
µ0

(Bmag, z∆(∂z Bmag, z) + ∂Bmag, z∆Bmag, z + Bmag, z∆(∂z Bex, z)

+∂Bmag, z∆Bex, z) (3.7)

第 1項と第 2項は磁石の磁場変動に起因する項であり第 5章で扱う。第 3項と第 4項
が環境磁場雑音であり、第 3項は環境磁場勾配変動に起因し第 4項は環境磁場変動
に起因する。本修士論文では簡単のため第 4項のみを扱う。

3.1 サーチコイル
環境磁場を測定するため図 3.1のようなサーチコイルを作成した。巻き数 5200回、
外径 30 mm、内径 23 mm、長さ 21 mm、銅線の直径 0.1 mmである。外部磁場によっ
てコイル内部の磁束が変化するとファラデーの法則に従いコイルに誘導起電力が発
生するため、磁場センサーとして用いることができる。巻き数を N、断面積を Sと
すると外部磁場 B(t)によってコイルに発生する誘導起電力V (t)は

V (t) = −NS
dB(t)

dt
(3.8)

⇐⇒ V (ω) = −iωN SB(ω) (3.9)
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であり高周波ほど感度が高くDCには感度がない。ただし測定できるのは局所的な
磁場ではなくコイル内部で平均化された磁場であることに注意する。コイルを大き
くすれば式 (3.9)の上での感度は上がるが微小鏡が受ける磁場は局所的なものである
から乖離が大きくなる。そのためほどほどの大きさとした。このコイルの内部では
磁場が一様であるという近似を以降用いる。
　まずこのコイルのインダクタンスと内部抵抗を測定する。図3.2のようにカレント
バッファにコイルと抵抗 R1を直列につなげ、図 3.2の inから outの伝達関数を測定す
る。コイルのインダクタンスを L、内部抵抗を rとすると伝達関数は R1/(R1+r+iωL)
となるためフィッテイングにより求められる。伝達関数を測定した結果図 3.3のよう
になった。これよりインダクタンスが 0.58 H、内部抵抗が 1080Ωと求まった。

図 3.1: サーチコイル

図 3.2: コイルのインダクタンスと内部抵抗測定回路
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図 3.3: 伝達関数

次に図 3.4のようなコイルの増幅回路を作成した。目的はコイルの信号をADC雑
音以上に増幅することとアンチエイリアシングである。ゲインは 4500、ローパスは
ポール 1 kHzで 3次とした。この回路はゲインが高いためこの回路単体での伝達関数
の測定は難しい。そこでこの回路の前に図 3.5のようなアッテネーターを入れて測定
した。アッテネーターも含めた測定結果を図 3.6に示す。ほぼ理論値通りとなった。
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図 3.4: コイルの増幅回路。U2とU3では反転増幅をしているが、電源雑音などの同
相雑音の対策として通常の反転増幅回路ではなく図のように差動回路の形をさせた。
U1においては入力インピーダンスを高くするため通常の非反転増幅回路とした。

図 3.5: アッテネーター
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図 3.6: 図 3.4と図 3.5の伝達関数

次にコイルの増幅回路の入力換算雑音を測定した。ここでコイルの内部抵抗は約
1.1 kΩであるからコイルを 1.1 kΩの抵抗に置き換えることでコイルの熱雑音の寄
与も含めた。測定結果とコイルの熱雑音とオペアンプ (図 3.4のU1)の電圧雑音の比
較を図 3.7に示す。抵抗の熱雑音は

√
4kB RT [V/

√
Hz]のホワイトノイズである。こ

こで kBはボルツマン定数、Rは抵抗の大きさ、Tは温度である。オペアンプの電圧
雑音は LTspiceにより求めた。100∼1 kHzではコイルの熱雑音とオペアンプの電圧
雑音で制限されていることがわかる。これらの大きさは同程度であるため電気回路
を改善してもコイルの熱雑音のため感度を大きく改善することはできない。それ以
下の周波数帯では少し雑音が大きいが原因は不明である。なお使用した電源やADC
のグランドはアースされておらずこの状態では雑音が若干大きかったため、増幅回
路の出力と ADCの間のケーブルを T字コネクタで分岐し、グランドがアースされ
ているオシロスコープにつないだ。
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図 3.7: コイル増幅回路の入力換算雑音

外部磁場からコイルの誘導起電力の伝達関数を測定する。外部磁場の発生源とし
て図 3.8のような、コイルの付近に一様な磁場を発生させられるヘルムホルツコイ
ルを作成した。半径 13 cm、9回巻き、銅線の線径は 1 mmである。インダクタンス
をコイルと同様に測定すると 53 µHとなった。内部抵抗は十分小さかった。
ヘルムホルツコイルがサーチコイルの位置に作る磁場は

B =
(

4
5

) 3
2 µ0N I

r
(3.10)

で与えられる。ここで Nはヘルムホルツコイルの巻き数、rは半径、Iは電流である。
ヘルムホルツコイルのドライバーには図 3.2でサーチコイルをヘルムホルツコイ
ルに、R1を 10Ωに変えたものを用いた。この 10Ω抵抗の電圧からヘルムホルツコ
イルの電流に換算し、それを式 (3.10)用いて磁場に換算した。
測定値と理論式 (3.9)の比較を図 3.9に示す。ほぼ理論値通りとなった。



第 3章 環境磁場雑音 32

図 3.8: ヘルムホルツコイル

図 3.9: 外部磁場からサーチコイルの誘導起電力の伝達関数
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3.2 環境磁場の測定
2019年 12月 31日の早朝と昼間に真空槽の外で垂直方向の環境磁場を測定した結
果を図 3.10に示す。早朝のほうが低周波は小さくなったが高周波は違いがなかった。
早朝に真空槽の外で測定方向を変えて測定したところ図 3.11のようになり、低周波
はセンサーノイズで制限されているが高周波は方向によって違いが出た。

2020年 1月 5日午後 4時頃に真空槽 (図 3.12)の中と外で垂直方向の磁場を比較し
たところ図 3.13となった。高周波のピークは小さくなっているがフロアの大きさは
それほど変わっていないことがわかる。原因としては真空槽の 4つのポートがすべ
て開いているためあまり遮蔽できていないことや、コイルの揺れなどの雑音が見え
ている可能性などがある。真空槽の壁の厚さを d、電気伝導率をσ、透磁率を µ、角
周波数をω、δ =

√
2/(σµω)とすると真空槽内の磁場は真空槽外の e−d/δ倍に遮蔽さ

れ、高周波ほど遮蔽効果は大きい。使用した真空槽の壁の厚さは上下は 25 mm、左
右は 3 mmであり、遮蔽率はそれぞれ図 3.14のようになる。高周波のピークの減衰
率はこれらの中間程度であることがわかる。

図 3.10: 垂直方向の環境磁場の時間依存性
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図 3.11: 環境磁場の方向依存性

図 3.12: 真空槽
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図 3.13: 真空槽内の環境磁場

図 3.14: 真空槽の遮蔽効果
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3.3 環境磁場雑音
環境磁場変動による鏡の変位は式 (3.7)より√

S(ω) = | χ(ω) |∆Fz (3.11)

= | χ(ω) | χV
µ0

∂Bmag, z∆Bex, z (3.12)

であり、磁石の磁場勾配の平均 ∂Bmag, zとして 1400 T/m、環境磁場の変動 ∆Bex, zと
して図 3.10の午前 4時の値を用いれば図 3.15のようになり、150 Hz以上で標準量子
限界以下となることがわかった。

図 3.15: 環境磁場雑音
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第4章 渦電流熱雑音

磁石懸架システムにより浮上した鏡はわずかに磁化しているため、鏡が振動する
とファラデーの電磁誘導の法則に従い周囲の物質の内部に磁場変化を打ち消すよう
な渦電流が流れ、ジュール熱によりエネルギーが散逸される。これによって発生す
るのが渦電流熱雑音である。この散逸は viscousモデルに従う。この章の構成として
は、まずは渦電流熱雑音の計算方法について述べ、次に簡単な実験を行い結果を比
較することで渦電流の計算手法の精度を検証し、最後に磁石懸架システムにおける
渦電流熱雑音を見積もる。

4.1 渦電流によるエネルギーの散逸
磁石懸架システムは軸対称であるため円柱座標 (r, z, ϕ)に対し渦電流は ϕ方向に流
れる。そこで位置 (r, z)を通り軸対称となるループに誘起される起電力 V (r, z)を考
える。ループで囲まれた面を貫く磁束をΦ(r, z)とすると

V (r, z) = −∂Φ(r, z)
∂t

(4.1)

となる。ここで位置 (r, z) における磁束密度の z 成分を Bz (r, z)、電場の ϕ成分を
Eϕ(r, z)、電流密度の ϕ成分を jϕ(r, z)、電気抵抗率を ρとすると

Φ(r, z) = 2π
∫ r

0
Bz (r′, z)r′dr′　 (4.2)

V (r, z) = 2πrEϕ(r, z) (4.3)

Eϕ(r, z) = ρ jϕ(r, z) (4.4)

となることを用いると式 (4.1)は

jϕ(r, z) = − 1
ρr

∫ r

0

∂Bz (r′, z)
∂t

r′dr′ (4.5)

となる。これを用いるとジュール熱 Pは

P = 2πρ
"

rdrdz jϕ(r, z)2 (4.6)

となる。
　ジュール熱 Pを散逸 γに変換する。感受率を逆ラプラス変換することにより鏡の
インパルス応答は

x(t) ∝ e−γt sin (ωmt) (4.7)
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となる。微分すると速度は

v(t) ∝ −γe−γt sin (ωmt) + ωme−γt cos (ωmt) (4.8)

のように減衰するが sin (ωmt) = 0となるような時刻を考えれば v = v0e−γt とおけ、
さらに系のエネルギーのうち弾性エネルギーの時間微分はゼロとなるため、エネル
ギーの散逸は全て運動エネルギーの散逸となるので、

P = − d
dt

(
1
2

mv(t)2
)

= mγv(t)2 (4.9)

が成り立つ。
式 (4.5)、(4.6)、(4.9)を用いると磁場の変化から散逸を計算できる。磁場の変化は
静 Poissonを用いて、鏡がある位置にある場合とそこから少しずらした場合とでそ
れぞれ磁場分布をシミュレーションし、差し引くことで求めることができる。

4.2 渦電流計算手法の精度検証実験
前節で述べた計算手法の精度を検証するため鏡を浮上させるよりも単純な実験系
で渦電流による散逸を測定し、計算値と比較する。シミュレーションに必要となる、
永久磁石が作る磁場とグラファイトの電気抵抗率の測定も行った。

4.2.1 渦電流による散逸の測定

渦電流による散逸を測定する実験系を説明する。図 4.1のように上方に大きなネ
オジム磁石 (バイアス磁石)を固定し、それにより引き付けられる磁力と重力がつり
合うように浮上させる小さなネオジム磁石 (直径 4 mm、高さ 4 mm)を下方に置く。
このままでは鉛直方向は不安定つり合いとなるため、浮上磁石の下に非常に強い反
磁性体である熱分解グラファイトのプレート (17 mm×17 mm×2.2 mm)を置くことで
安定つり合いとなり、永久磁石は浮上する（図 4.2）。そしてバイアス磁石よりもさ
らに上方で永久磁石を手に持ち鉛直方向に軽く振ることで浮上磁石の鉛直方向の振
動を励起し、グラファイト内に流れる渦電流により振動が式 (4.7)に従ってダンピン
グされていく様子を測定する。浮上高さが 0.6 mmの場合と 0.28 mmの場合でそれ
ぞれ 3回ずつ測定した。浮上高さは図 4.2のような拡大写真から見積もり、誤差は
±0.1 mm程度である。
　浮上磁石の位置の測定方法にはシャドーセンサーを用いた。この測定方法の原理
は図 4.3、4.4のように浮上させた磁石の上の縁にレーザーを横から当てることで浮
上磁石が鉛直方向に振動すると覆い隠されるレーザーの面積が変化することで後方
に置いたフォトセンサーに入射する光量も変化することを用いたものである。
　フォトセンサーで測定された信号をフィルター処理により共振周波数付近のみ取
り出すと図 4.5のようなリングダウンとなった。ただこれでは式 (4.7)でフィッティ
ングしづらいため、信号に絶対値をとってから縦軸を logでプロットすると図 4.6の
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ように傾きが −γの直線的に信号が減衰するためフィッティングが容易になる。
　なおこの実験は大気中で行ったが渦電流による散逸が十分大きいため大気による
散逸は影響しない。また、グラファイト以外の物質内の渦電流によるダンピングを
避けるためグラファイトは電気抵抗率の非常に大きいアクリル板の上に置いた。
結果は図 4.10のようになった。

図 4.1: グラファイトを用いた永久磁石の
磁気浮上

図 4.2: 永久磁石の拡大写真
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図 4.3: シャドーセンサー

図 4.4: 永久磁石の拡大写真

図 4.5: シャドーセンサーにより測定した
リングダウン

図 4.6: 図 4.5において絶対値をとってから
縦軸を logでプロットした図
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4.2.2 永久磁石の磁場の測定

テスラメータTM-801を用いて浮上させる磁石が作る磁場の距離依存性を測定し、
同じ強さになるようシミュレータにおける磁石の磁力を調節した。なおテスラメー
タのセンサー部分は有限の大きさを持っているため、センサーを磁石の表面に接触
させたときの測定値は表面から少し離れた位置での磁場の大きさとなる。ここでは
センサーの大きさを 0.7 mmと仮定した。測定値とシミュレーション結果を図 4.7に
示す。シミュレータのソースコードはソースコード 4.1に示す。

図 4.7: 直径 4 mm、高さ 4 mmのネオジム磁石が作る磁場の距離依存性

ソースコード 4.1: permanent magnet simulation.am

1 Permanent Magnet
2 &r e g kprob =0 , ; P o i s s o n or P a n d i r a problem
3 mode=0 , ; M a t e r i a l s have v a r i a b l e p e r m e a b i l i t y
4 i c y l i n =1 , ; C y l i n d r i c a l symmetry
5 x reg= 1
6 k reg=−1 ,400
7 kmax=50
8 y reg = −0.5 ,0 .5
9 l r e g =−1 ,50 ,400

10 lmax=50
11
12 n b s l o =0 , ; D i r i c h l e t boundary c o n d i t i o n on lower edge
13 nbsup=0 , ; D i r i c h l e t boundary c o n d i t i o n on upper edge
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14 n b s l f =0 , ; D i r i c h l e t boundary c o n d i t i o n on l e f t edge
15 n b s r t=0 ; D i r i c h l e t boundary c o n d i t i o n on r i g h t edge
16 xminf=0 , xmaxf=0.15 ; X r a n g e f o r f i e l d i n t e r p o l a t i o n
17 yminf =0 .15 , ymaxf=0.15 & ; F ixed Y f o r f i e l d i n t e r p o l a t i o n
18
19 &po x=0 , y=−3 & ; Oute r boundary o f geomet ry
20 &po x=0 , y=3 &
21 &po x=3 , y=3 &
22 &po x=3 , y=−3 &
23 &po x=0 , y=−3 &
24
25 &r e g mat=7 , mshape=1 , mt id=1 & ; Permanent magnet
26 &po x=0 , y= −0.4 &
27 &po x=0.2 , y= −0.4 &
28 &po x=0.2 , y=0 &
29 &po x=0 , y= 0 &
30 &po x=0 , y= −0.4 &
31
32 &mt mt id=1 ; M a t e r i a l ID number
33 a e a s y =90 , ; Easy a x i s d i r e c t i o n
34 gamper=1 , ; Gamma p e r p e n d i c u l a r t o ea sy a x i s
35 h c e p t =−10800 , b c e p t =11600. & ; H and B i n t e r c e p t s

4.2.3 グラファイトの電気抵抗率の測定

グラファイトの電気抵抗率を四端子法により測定した。四端子法とは小さい電気
抵抗率を正確に測定できる手法である。この手法の原理は、電気抵抗率を測定した
い物質に端子を直線状に 4つ繋げ、外側の 2つの端子を用いて定電流を流し、内側
の 2つの端子間の電圧をテスターで測定することにより、電流はテスターのプロー
ブに流れ込まないためテスターのプローブ内の抵抗に影響されずに測定したい物質
の抵抗のみを測定できるというものである。
　電気抵抗は細長い形状をしているほど抵抗が大きくなり測定しやすいため、グラ
ファイトを幅 3.3 mm、厚さ 1.1 mm、長さ 30 mmに加工し、端子を図 4.8のように取
り付けた。定電流源には 5V電源 (PB-204)に 33Ω (±1%)を直列に 3つ繋げたものを
用いた。テスターで電源の電圧を測定したところ 5.15 Vであったため電流は 52 mA
となる。なおグラファイトの抵抗は無視できる。テスター間距離が 12 mmのときテ
スターの電圧は 1.7 mVとなったことから電気抵抗率 ρは

1.7 [mV] = ρ
12 [mm]

3.3 [mm] × 1.1 [mm]
× 52 [mA] (4.10)

⇐⇒ ρ = 9.9 × 10−6 [Ω·m] (4.11)
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と求まった。

図 4.8: 四端子法によるグラファイトの電気抵抗率の測定

4.2.4 渦電流による散逸のシミュレーションと測定値の比較

図 4.9: グラファイト内部に誘起される渦電流 jϕ(r, z)。深さ 0 mmはグラファイトの
表面 (浮上磁石に相対する面)、深さ 2.2 mmはグラファイトの裏面 (アクリル板に接
触している面)に対応する。浮上高さは 0.6 mm、磁石の速度は 0.01 mm/sとした。

磁石の変位を 0.02 mmとしてグラファイト内部の磁場変化をシミュレーションし
た1。なお Poissonは系が軸対称（もしくは並進対称）な場合のみ扱えるため、グラ
ファイトを本来直方体であるが同じ高さ、同じ断面積の円柱で置き換えた。

1グラファイトの比透磁率はほぼ 1であるから、磁石を変位させたときの磁場分布の変化は磁石の
変位分スライドするだけであるから 2度シミュレーションする必要はない。なおソースコード 4.1を
使いまわした。
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　渦電流をシミュレーションした結果を図 4.9に示す。磁石から遠ざかるほど渦電
流が減衰していく様子がわかる。
　浮上高さが 0.1∼1 mmのときの散逸の計算値と測定値との比較を図 4.10に示す。
両者が大まかに一致していることからこの手法が有用であることが検証できた。

図 4.10: 渦電流による散逸の計算値と測定値

4.3 渦電流熱雑音の見積もり

4.3.1 鏡以外の物質内部の渦電流

磁石懸架システムを用いて鏡を浮上させた場合における渦電流熱雑音を見積もる。
基本的な方針としては前節と同じである。
ただ磁石が作る磁場が 1 T程度であるのに対し、鏡の磁化 µ0M⃗は (鏡の位置の外
部磁場) × (鏡の磁化率)∼ 10−5 T程度であり鏡から離れると鏡が作る磁場はこれよ
りもさらに減衰していくため、磁石が作る磁場と鏡が作る磁場を同時にシミュレー
ションすることは計算精度の問題があり難しい。そこで磁石は無視し、鏡を鏡が作
る磁場と同じ磁場を発生させる磁石で置き換える。実際は磁石により鉄の内部が一
部飽和し、その領域は透磁率が下がることにより鏡が作る磁場が鉄の内部に侵入し
づらくなるが、この近似により侵入しやすくなるため散逸は多少増えると考えられ
る。そのためこの場合を散逸の上限値とし、鉄の比透磁率を 1に設定した場合を下
限値とする。
鏡の代わりに置き換える磁石の設定においては、保持力を通常よりも十分強く (-

10000000 Oe)設定することにより磁石内部の磁束密度は残留磁束密度で一様になる
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性質を用いて設定した。実際は鏡の内部には磁場勾配が存在するがその効果は無視
した。
鏡が平衡位置にある場合の磁場分布をシミュレーションするコードをソースコー
ド 4.2に示す。0.05 mm鉛直上向きに変位させる場合は 28 ∼ 33行目をコメントア
ウトし、35 ∼ 40行目のコメントアウトを外す。なお鏡の磁化 µ0M⃗は平衡位置では
0.200 G(=20.0µT)、0.05 mm鉛直上向きに変位した場合は 0.190 G(=19.0µT)である
が、残留磁束密度は整数値でしか設定できないためそれぞれ 1000倍に設定してシ
ミュレーションした結果を 1/1000倍することにより磁場分布を求めた。鉄が飽和し
ない程度 (<1 T)に磁場が弱い場合はこのようなスケーリングが可能である。

ソースコード 4.2: magnetically levitated mirror v26.am

1 Magnet ic L e v i t a t i o n System
2
3 &r e g kprob =0 , ; P o i s s o n or P a n d i r a problem
4 mode=0 , ; M a t e r i a l s have v a r i a b l e p e r m e a b i l i t y
5 i c y l i n =1 , ; C y l i n d r i c a l symmetry
6 x reg= 0 . 3
7 k reg=−1 ,120
8 kmax=360
9 y reg=−0.3

10 l r e g =−1 ,440
11 lmax=288
12
13 ; dx=0.01
14 ; dy=0.01
15 n b s l o =0 , ; D i r i c h l e t boundary c o n d i t i o n on lower edge
16 nbsup=0 , ; D i r i c h l e t boundary c o n d i t i o n on upper edge
17 n b s l f =0 , ; D i r i c h l e t boundary c o n d i t i o n on l e f t edge
18 n b s r t=0 ; D i r i c h l e t boundary c o n d i t i o n on r i g h t edge
19 xminf=0 , xmaxf=0 ; X r a n g e f o r f i e l d i n t e r p o l a t i o n
20 yminf=−1,ymaxf=0 & ; F ixed Y f o r f i e l d i n t e r p o l a t i o n
21
22 &po x=0 , y=−2.5 & ; Oute r boundary o f geomet ry
23 &po x=2 .1 , y=−2.5 &
24 &po x=2 .1 , y=0.42 &
25 &po x=0 , y=0.42 &
26 &po x=0 , y=−2.5 &
27
28 &r e g mat=7 , mshape=1 , mt id=1 & ; m i r r o r
29 &po x=0 , y= 0 . 1 2 &
30 &po x=0.02 , y= 0 . 1 2 &
31 &po x=0.02 , y= 0 . 1 6 &
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32 &po x=0 , y= 0 . 1 6 &
33 &po x=0 , y= 0 . 1 2 &
34
35 ;& r e g mat=7 , mshape=1 , mt id=2 & ; m i r r o r
36 ;&po x=0 , y= 0 .125 &
37 ;&po x=0.02 , y= 0 .125 &
38 ;&po x=0.02 , y= 0 .165 &
39 ;&po x=0 , y= 0 .165 &
40 ;&po x=0 , y= 0 .125 &
41
42 &r e g mat=2& ; upper yoke
43 &po x=0.115 , y= 0 . 1 2 &
44 &po x=2.1 , y= 0 . 1 2 &
45 &po x=2 .1 , y=0.42 &
46 &po x=0 .115 , y=0.42 &
47 &po x=0.115 , y= 0 . 1 2 &
48
49 &r e g mat=3& ; c e n t e r yoke
50 &po x=0.115 , y= 0 &
51 &po x=0 , y= 0 &
52 &po x=0 , y=−2.5 &
53 &po x=0 .115 , y=−2.5 &
54 &po x=0.115 , y= 0 &
55
56 &mt mt id=1 ; M a t e r i a l ID number
57 a e a s y =90 , ; Easy a x i s d i r e c t i o n
58 gamper=1 , ; Gamma p e r p e n d i c u l a r t o ea sy a x i s
59 h c e p t =−10000000 , b c e p t =200. & ; H and B i n t e r c e p t s
60
61 &mt mt id=2 ; M a t e r i a l ID number
62 a e a s y =90 , ; Easy a x i s d i r e c t i o n
63 gamper=1 , ; Gamma p e r p e n d i c u l a r t o ea sy a x i s
64 h c e p t =−10000000 , b c e p t =190. & ; H and B i n t e r c e p t s

　ただし前節の実験との違いとして、鉄板内部の磁束Φ(r, z)を計算する際に式 (4.2)
を用いると 1.2 mm≤ z ≤1.6 mmにおいて磁石の内部が積分経路に入ってしまうが、
磁石の内部は磁場分布のシミュレーション精度が悪い。そこで 1.2 mm≤ z ≤2.5 mm
においては、任意の閉曲面を貫く全磁束がゼロになることを用いて、上面が中心
(r = 0, z = 2.5 mm)、底面が中心 (r = 0, z)、半径 rの円柱を考え、上面と側面で磁束
密度を面積分することで求める：

Φ(r, z) =


2π
∫ r

0 Bz (r′, z)r′dr′ (2.5 mm ≤ z)

Φ(r, z = 2.5 mm) + 2πr
∫ 2.5mm

z Br (r, z′)dz′ (1.2 mm ≤ z < 2.5 mm)
(4.12)
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ここで Br (r, z)は磁束密度の r方向成分である。磁束を式 (4.2)で計算した場合と、式
(4.12)に積分経路を変更して計算した場合を比較すると図 4.11のようになる。変更
後は磁束を連続にできている。
鉄板、鉄芯、磁石の内部の渦電流は図 4.12∼図 4.14となった。。ここで鏡の速度
は 0.01 mm/sとした。散逸 γは表 4.1のようになった。Q値に換算すれば共振周波数
fm=18 Hzを用いてQ = π fm/γとなる。

図 4.11: 積分経路を変更する前と後で磁束Φ(r = 1.5 mm, z)を比較

図 4.12: 鉄板内部の渦電流 (左：上限値、右：下限値)
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図 4.13: 鉄芯内部の渦電流 (左：上限値、右：下限値)

図 4.14: 磁石内部の渦電流 (左：上限値、右：下限値)

表 4.1: 渦電流による散逸

鉄板内部 鉄芯内部 磁石内部 散逸合計 Q値
上限値 1.3×10−8 Hz 1.4×10−8 Hz 9.8×10−9 Hz 3.7×10−8 Hz 1.5×109

下限値 1.9×10−9 Hz 2.8×10−10 Hz 1.6×10−10 Hz 2.3×10−9 Hz 2.5×1010
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4.3.2 鏡内部の渦電流

前節では鏡以外の物質内部の渦電流を考えたが、この節では鏡内部を考える。
鏡を浮上させる位置付近では図 2.9より磁場は B(r, z) = −B0z + B1と近似できる。
ここで B0 = 1500 T/m、B1は定数である。このとき半径 r0、厚さ d0、電気抵抗率 ρ、
密度 ρmの鏡内部の渦電流による散逸は式 (4.5)、(4.6)、(4.9)より

γ =
B2

0r2
0

8ρρm
(4.13)

と計算できる。半径r0 =0.2 mm、電気抵抗率 ρ = 1016Ω ·m [37]、密度 ρm=2200 kg/m3

とすると散逸は γ ∼ 5 × 10−22 Hzとなり、石英の非常に高い電気抵抗率により無視
できることがわかる。

4.3.3 渦電流熱雑音

本節で鏡内部と鏡以外の物質内部の渦電流を見積もった結果鏡以外の物質内部の
渦電流が支配的であり、その散逸は 2.3 × 10−9 Hz<γ<3.7 × 10−8 Hzと求められた。
渦電流熱雑音を標準量子限界と比較すると図 4.15のようになり、悪く見積もっても
400 Hz以上で下回ることがわかった。

図 4.15: 渦電流熱雑音
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第5章 磁石の熱雑音

磁石は微小な磁気モーメントの集まりであり、それぞれの磁気モーメントは周囲
の熱浴と熱エネルギーをランダムにやり取りし向きがランダムに変化するため、磁
石が作る磁場は時間的に一定ではない。この章ではこの雑音による鏡の位置変動ス
ペクトルを理論的な手法と実験的な手法で見積もる。

5.1 理論的手法
方針としては、まず磁石の（空間的な平均)温度のゆらぎを統計力学により計算
し、次にそれのスペクトルをランジュバンアプローチにより計算し、最後に磁石が
作る磁場の温度依存性をシミュレーションにより求めることで見積もる。ただし、
磁石の平均温度が時間的に一定で磁石内の温度勾配のみが時間的に変動するモード
も存在するが簡単のために考えないことにする。

5.1.1 磁石の温度変動

磁石が温度T の熱浴に接触し平衡状態となったときの、熱浴とエネルギーをラン
ダムにやり取りすることによる平均温度のゆらぎ δT を計算する。まずエネルギー
のゆらぎ

δE =
√
⟨E2⟩ − (⟨E⟩)2 (5.1)

を計算する。磁石がとる状態がカノニカル分布に従うとし、逆温度を β、分配関数
を Z (β)、エネルギー固有状態 iにおいてエネルギー固有値 Eiをとるとすると、エネ
ルギーの期待値は

⟨E⟩ = 1
Z (β)

∑
i

Eie−βEi

= − 1
Z (β)

∂

∂ β

∑
i

e−βEi

= − Z′(β)
Z (β)

　 (5.2)

= − ∂

∂ β
log Z (β) (5.3)
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となる。エネルギーの 2乗の期待値は

⟨E2⟩ = 1
Z (β)

∑
i

(Ei)2 e−βEi

=
1

Z (β)
∂2

∂ β2

∑
i

e−βEi

=
Z′′(β)
Z (β)

(5.4)

となる。よって式 (5.1)、(5.2)、(5.4)より、

(δE)2 =
Z′′(β)
Z (β)

−
(

Z′(β)
Z (β)

)2

=
Z (β)Z′′(β) − (Z′(β))2

(Z (β))2

=

(
Z′(β)
Z (β)

)′
=

∂2

∂ β2 log Z (β) (5.5)

が得られる。ここで定積熱容量CV を変形すると式 (5.3)、(5.5)より、

CV =
d

dT
⟨E⟩

=
dβ
dT

d
dβ
⟨E⟩

=
1

kBT2

d2

dβ2 log Z (β)

=
1

kBT2 (δE)2

⇐⇒ (δE)2 = kBT2CV (5.6)

となりエネルギーのゆらぎが求まる。ここで、エネルギーと温度の関係

E = CVT (5.7)

を用いると式 (5.6)は温度のゆらぎとも解釈でき、

(δT )2 =
kBT2

CV
(5.8)

が得られる。

5.1.2 磁石の温度変動のスペクトル

磁石の温度変動のスペクトルをランジュバンアプローチにより計算する [38]。磁石
を 1辺の長さ 2L、体積V の立方体とし、−L ≤ x ≤ L、−L ≤ y ≤ L、−L ≤ z ≤ Lに



第 5章 磁石の熱雑音 52

あるとする。磁石内の位置 r、時刻 tにおける温度の熱浴の温度からのずれを u(r , t)、
熱伝導率を λ∗、密度を ρ、単位密度当たりの熱容量をC、熱揺動項を F (r , t)とする
と熱伝導方程式は次のような確率微分方程式になる。

∂u(r , t)
∂t

− a2
∆u(r , t) = F (r , t), a2 =

λ∗

ρC
(5.9)

Fourier変換して解くと

u(r , t) =
" ∞

−∞

dkdω
(2π)4 u(k,ω)eik ·r+iωt (5.10)

u(k,ω) =
F (k ,ω)

a2k2 + iω
(5.11)

F (k,ω) =
∫

V
dr

∫ ∞

−∞
dtF (r , t)e−ik ·r−iωt (5.12)

となる。時刻 tにおける磁石の平均温度の熱浴の温度からのずれ u(t)は

u(t) =
1
V

∫
V

u(r , t)dr (5.13)

である。求めるものはu(t)の片側パワースペクトル密度であり ST (ω)とおく。Wiener-
Khinchinの定理より自己相関関数1をフーリエ変換すればよいので

ST (ω) = 2
∫ ∞

−∞
dτe−iωτ⟨u(t)u∗(t + τ)⟩

= 2
∫ ∞

−∞
dτ cos (ωτ)⟨u(t)u∗(t + τ)⟩

= 4
∫ ∞

0
dτ cos (ωτ)⟨u(t)u∗(t + τ)⟩ (5.14)

となる。ここで

u(t)u∗(t + τ) =
1

V 2

"
V

dr⃗dr′
& ∞

−∞

dkdωdk′dω′

(2π)8

F (k,ω)F∗(k′,ω′)
(a2k2 + iω)(a2k′2 − iω′)
·eiωt+ik ·r−iω′(t+τ)−ik′·r′ (5.15)

において確率的な値をとるのは Fと F∗のみであるから、u(t)の自己相関関数は

⟨u(t)u∗(t + τ)⟩ = 1
V 2

"
V

drdr′
& ∞

−∞

dkdωdk′dω′

(2π)8

⟨F (k,ω)F∗(k′,ω′)⟩
(a2k2 + iω)(a2k′2 − iω′)
·eiωt+ik ·r−iω′(t+τ)−ik′·r′(5.16)

となる。また、熱揺動項の自己相関関数は [38]

⟨F (k,ω)F∗(k′,ω′)⟩ = (2π)4F2
0 k

2δ(k − k′)δ(ω − ω′) (5.17)

1エルゴード性を仮定すれば ⟨⟩の意味は時間平均でもありアンサンブル平均でもある。
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である。F0は規格化定数である。式 (5.17)を用いると式 (5.16)は

⟨u(t)u∗(t + τ)⟩ =
F2

0

V 2

"
V

drdr′
" ∞

−∞

dkdω
(2π)4

k2

a4k4 + ω2 e−iωτ+ik (r−r′)

=
F2

0

V 2

"
V

drdr′
∫ ∞

−∞

dk
(2π)4

π

a2 e−a2k2 |τ |+ik (r−r′)

=
F2

0

V 2

1
(2π)4

π

a2

(
π

a2 |τ |

)3/2"
V

drdr′e
− (r−r′)2

4a2 |τ | (5.18)

となる。最終式の積分を実行する。誤差関数

Erf(x) =
2
√
π

∫ x

0
e−t2

dt (5.19)

を用いて ∫ L

−L
dx

∫ L

−L
dx′e

− (x−x′)2

4a2 |τ |

=

∫ L

−L
dx

√
a2π |τ |

(
Erf

(
x + L

2a
√
|τ |

)
− Erf

(
x − L

2a
√
|τ |

))
= 4aL

√
π |τ |


Erf

(
L

a
√
|τ |

)
+

a
L

√
|τ |
π

(
e
− L2

a2 |τ | − 1
) (5.20)

となることから自己相関関数

⟨u(t)u∗(t + τ)⟩ =
F2

0

2V a2


Erf

(
L

a
√
|τ |

)
+

a
L

√
|τ |
π

(
e
− L2

a2 |τ | − 1
)3

　 (5.21)

が得られる。よって式 (5.14),(5.21)より、

ST (ω) =
2F2

0

V a2

∫ ∞

0
dτ


Erf

(
L

a
√
|τ |

)
+

a
L

√
|τ |
π

(
e
− L2

a2 |τ | − 1
)3

cos (ωτ) (5.22)

となる。ここで式 (5.22)が式 (5.8)と整合するようにF0を決定する。式 (5.21)で τ = 0
とおくことにより

(δT )2 = ⟨u(t)u∗(t)⟩

=
F2

0

2V a2 (5.23)

となる。よって式 (5.8)、(5.23)より F0が

F2
0 =

2V a2kBT2

CV
(5.24)

と求まった。よって式 (5.22)、(5.24)より、

ST (ω) =
4kBT2

CV

∫ ∞

0
dτ


Erf

(
L

a
√
|τ |

)
+

a
L

√
|τ |
π

(
e
− L2

a2 |τ | − 1
)3

cos (ωτ)

=
4kBT2

ρCV

∫ ∞

0
dτ

(
Erf

(
L

a
√
τ

)
+

a
L

√
τ

π

(
e−

L2

a2τ − 1
))3

cos (ωτ) (5.25)
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図 5.1: 磁石の温度変動の振幅スペクトル密度
√

ST を数値積分で求めた結果。τ0 =

104, dτ = 10−6, V = 4.91 × 10−5 [m3], L = (V/8)1/3とした。ネオジム磁石の特性値
には [39]のデータ ρ = 7500 [kg/m3]、C=500 [J/kg·K]、λ∗=9 [W/m·K]を用いた。

となる。この積分を解析的に実行することは難しいため τ0 をある程度大きく (≫
L2/a2)取り積分区間を

∫ τ0

0 と
∫ ∞
τ0
に分割し、

∫ τ0

0 では数値積分を行い、
∫ ∞
τ0
では次の

ように近似を用いて計算する：∫ ∞

τ0

dτ
(
Erf

(
L

a
√
τ

)
+

a
L

√
τ

π

(
e−

L2

a2τ − 1
))3

cos (ωτ)

∼
(

L
a
√
π

)3 ∫ ∞

τ0

τ−
3
2 cos (ωτ)

=

(
L

a
√
π

)3

2√2πω


S



√

2ωτ0

π


 − 1

2


 + 2 cos (ωτ0)

√
τ0


 (5.26)

ここで S(x)はフレネル積分であり、

S(x) =
∫ x

0
sin

πt2

2
dt (5.27)

で定義される。
　計算結果を図 5.1に示す。振幅スペクトル密度にすると高周波では f −3/4に比例し
て減衰することがわかる。
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5.1.3 磁石が作る磁場の温度依存性

ネオジム磁石の保持力 Hcと残留磁束密度 Br の温度依存性はBH曲線 [40]から読
み取るとそれぞれおよそ 0.88 %/Kと-0.13 %/Kとなった。これから 21℃における値
を求めると表 5.1のようになった。

Poissonを用いて磁石の温度を 21℃として磁力をシミュレーションした結果を 20
℃のときの磁力である図 2.10と比較すると図 5.2のようになり、鏡が浮上する位置
である高さ 1.4mmのあたりでの磁力の変化率 αは −0.75 %/K程度であることがわ
かる。

表 5.1: ネオジム磁石の保持力 Hcと残留磁束密度 Brの温度依存性

20℃ 21℃
保持力 Hc [Oe] -10800 -10705

残留磁束密度 Br [G] 12800 12783

図 5.2: 磁石の温度が 20℃と 21℃のときの鏡が受ける磁力の比較。ネオジム磁石の
特性値の温度依存性は表 5.1。

5.1.4 磁石の温度変動による鏡の位置変動スペクトル

前節までの結果をまとめ、磁石の温度変動による鏡の位置変動のスペクトルを求
める。鏡が受ける磁力の時間平均は重力と等しいことを用いると√

S(ω) = mgα
√

ST (ω) | χ(ω) | (5.28)
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となる。標準量子限界と比較すると図 5.3となり十分小さいことがわかる。

図 5.3: 磁石の熱雑音 (計算値)

5.2 実験的手法
実際に磁石の磁場変動の測定を行い、それから鏡の変位に換算することを考える。
直径 2 cm、厚さ 2 cmの永久磁石を図 5.4のようにサーチコイル内部に入れること
で磁石の磁場変動を測定した。結果は図 5.5となり、磁石を入れない場合とで差は
見られなかった。
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図 5.4: 磁石の磁場変動の測定

図 5.5: 磁石の磁場変動

ここで、磁石の磁場変動 ∆Bと磁場の平均値 Bの比が磁石懸架システムにおいて
も同じであると仮定する。つまり磁石の大きさによる効果を無視する。
そこでコイル内部の磁場の平均値を求める。Poissonを用いてサーチコイル内部の
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磁束をシミュレーションすると図5.6のようになった。これを平均すると1.9×10−4 Wb
となった。コイルの半径は平均すると約 13 mmであるからコイル内部の磁場は平均
すると 0.36 Tとなる。これより ∆B/Bの上限値として図 5.7が得られる。

図 5.6: コイル内部の磁束

図 5.7: 磁石の磁場変動と平均磁場の比の上限値

また磁石の磁場が変動したとき鏡が受ける磁力 Fの変化∆Fは、磁場勾配 ∂z Bzが
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磁場 Bzに比例すると仮定すれば式 (3.7)より

∆F =
2χV
µ0

∂z Bz∆Bz (5.29)

となるから鏡の変位は √
S(ω) = | χ(ω) |∆F

= | χ(ω) |∆F

F
F

= | χ(ω) |2∆Bz

Bz
mg (5.30)

と計算でき、図 5.8となる。300 Hz以上で標準量子限界を下回ることがわかった。

図 5.8: 磁石の熱雑音の上限
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第6章 その他の雑音

6.1 残留ガス熱雑音
残留ガス分子が熱運動をし鏡にランダムに衝突することで発生するのが残留ガス
熱雑音である。これによる散逸は

γgas =
P

Chρ

√
mmol

kBT
(6.1)

と表される [6]。Pは圧力、Cは鏡の形状に依存する 1程度の定数、hは鏡の大きさ、
ρは鏡の密度、mmolは残留ガス分子の平均質量である。圧力を 1 × 10−5 Paとすると
γgas ∼ 4 × 10−8 Hzとなる。

6.2 地面振動雑音
懸架鏡は地面振動に対し共振周波数以上で防振されるが共振器を構成する他の鏡
には固定されたものを用いるとすれば、地面振動が共振器長を変化させてしまう。
地面振動のスペクトルは典型的には√

Sseis(ω) ∼ 10−7

f 2 (6.2)

である。
共振器を振り子で懸架して防振したときの防振比を求める。振り子で懸架した重
りの重さをm、共振角周波数をωm、位置を y(t)、地面振動を x(t)とすれば運動方程
式は

m ÿ(t) = −mω2
m(y(t) − x(t)) − mωm

Q
( ẏ(t) − ẋ(t))) (6.3)

である。フーリエ変換をして整理し、地面振動から重りの位置の伝達関数を求めれば

y(ω)
x(ω)

=
ω2

m + iωωm/Q

ω2
m − ω2 + iωωm/Q

(6.4)

となり、Q値がある程度大きければ共振周波数以上で

y(ω)
x(ω)

=
ω2

m

ω2 (6.5)

となり、2次で防振できることがわかる。n段振り子の場合は 2n次で防振される。
例えば共振周波数 2 Hzの 1段振り子で防振した場合を考えれば、1 kHzにおける
変位は 4 × 10−19 m/

√
Hzとなり、1 kHzにおける標準量子限界の変位 7 × 10−18 m/

√
Hz

を下回る。
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6.3 レーザーの量子雑音
散射雑音の表式 (1.6)と輻射圧雑音の表式 1.7を共振器をオーバーカップリングと
した場合に共振器の入射光量 Pinとフィネス F と規格化した離調角周波数 δ = ∆/κ

を用いて書き直すと次のようになる [41]:

Sshot(ω) =
ℏc2

8ωL Pin

(
π

2F

)2
(1 + δ2)

(
1 +

ω2

κ2

)
(6.6)

Srad(ω) =
8ℏωL Pin | χ(ω) |2

c2

(
2F
π

)2 1
1 + δ2

(
1 +

ω2

κ2

)−1

(6.7)

キャビティポールは
κ =

cπ
2LF (6.8)

で与えられる。
例えばフィネス 100、長さ 10 cmの共振器に 6 mWを入射すると図 6.1のように

1 kHz付近で標準量子限界に到達できる。

図 6.1: 標準量子限界とレーザーの量子雑音
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第7章 まとめと今後の課題

まとめ

本修士論文のまとめを記す。
第 1章では本修士論文の背景を述べた。巨視的量子力学の検証のためには様々な
質量スケールにおいて鏡の位置測定感度を標準量子限界に到達させる必要があるが、
ワイヤー懸架した場合は鏡の質量が小さいほど懸架線の熱雑音の影響が大きくなり、
0.1 mg程度では標準量子限界に到達できないことを見た。
第 2章では反磁性体の磁気浮上についてまとめた。永久磁石を用いた 0.1∼1 mgの
石英ガラスの浮上に成功した。スケールが大きく磁化率の絶対値が小さいほど浮上
の難易度は上がるが、このスケール、石英程度の磁化率での浮上例は我々が調べた
限り過去にはない。これ以降の章では直径 0.4 mm、厚さ 0.4 mm、質量 0.1 mgの石英
鏡を浮上させたときの雑音の見積もりを行った。なお共振周波数をシミュレーショ
ンしたところ 18 Hzであった。
第 3章では環境磁場雑音の見積もりを行った。環境磁場雑音には式 (3.7)のように
環境磁場変動に比例する項と環境磁場勾配変動に比例する項があるが、簡単のため
前者のみを扱った。サーチコイルを用いて環境磁場変動を測定し、鏡の位置変動に換
算したところ図 3.15となり、150 Hz以上で標準量子限界に到達できることがわかっ
た。ただしサーチコイル内部では磁場が一様であるという近似を用いた。
第 4章では渦電流熱雑音の見積もりを行った。まずはグラファイトを用いて永久磁
石を浮上させるといった簡単な系で散逸の測定値と計算値がほぼ一致することを示し、
散逸の計算手法が有用であることを確認した。そして磁石懸架における散逸を計算し
た結果散逸が 2 × 10−9 Hz<γ<4 × 10−8 Hz、Q値に換算すれば 2 × 109 < Q < 3 × 1010

となった。鏡の変位にすれば図 4.15のようになり、悪く見積もった場合でも 400 Hz
以上で標準量子限界に到達できることがわかった。
第 5章では磁石の熱雑音を 2つの手法で見積もった。1つ目はランジュバンアプ
ローチにより磁石の平均温度の揺らぎを計算し、それによる磁力の変動をシミュレー
ションするというものである。これによると磁石の熱雑音は図 5.3となり非常に小さ
いことがわかった。ただし磁石の平均温度が一定で内部の温度勾配が変動するモー
ドは考えられていないためこれはあくまで下限値である。2つ目は直径 2 cm、厚さ
2 cmの永久磁石の磁場変動をサーチコイルを用いて測定することで磁場変動と磁場
の平均値の比を求め、この値が磁石懸架システムにおいても同じであると仮定し、
磁石懸架システムの磁場と磁場勾配が比例するという仮定も用いて鏡の変位に換算
するというものであった。結果図 5.8となり、300 Hz以上で標準量子限界に到達で
きることがわかった。
第 6章では残留ガス熱雑音、鏡の熱雑音、地面振動雑音、レーザーの量子雑音を
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見積もった。
今回見積もった古典雑音をすべて示すと図 7.1となる。Q値は 2 × 109、鏡の反射
率は 99%、レーザー半径は 0.1 mmとした。400 Hz～80 kHzで標準量子限界を狙う
ことができ、0.1 mgスケールにおいて磁石懸架がワイヤー懸架に代わる懸架系とし
て有望であることが示された。

今後の課題

今後の課題として 1つ目はQ値の測定である。残留ガスダンピングの影響をなく
すため測定は高真空下で行う必要があるが、現在 5 × 10−2Paまでしか到達できてい
ない。2つ目は環境磁場勾配変動の測定である。サーチコイルを 2つ用いれば測定
できると考えられる。3つ目は微小鏡の製造である。アライメントが安定になりや
すい鏡の形状を検討することも必要である。

図 7.1: 磁石懸架における標準量子限界と古典雑音



64

付録A 機械光学系の基礎

機械的な振動子である鏡とレーザーを強く結合させた系を機械光学系といい、重
力波検出器などの精密位置測定の分野でよく用いられる。機械光学系の基礎につい
てまとめる。
鏡の位置測定の感度を標準量子限界まで到達させるには高いレーザーパワーが必
要であり、そのためにはレーザーを何度も往復させて増幅する共振器が有用である。
最も単純な共振器である Fabry-Perot共振器について見てみる。

図 A.1: Fabry-Perot共振器

図 A.1のようなフロントミラーとエンドミラーで構成される Fabry-Perot共振器
に左からレーザーを入射させる場合を考える。鏡の振幅透過率と振幅反射率の絶対
値をそれぞれ tF ,rF , tE ,rEとし、符号は図の通りとする。共振器の片道長を L、レー
ザーの角周波数をωL、電場が共振器を片道進む間に回る位相を ϕ = ωL L/cとする。
入射電場、反射電場、透過電場、共振器内電場をそれぞれ Eim,Er,Et,Ecavとおく
とこれらには

Ecav = tF Ein + rFrEe−2iϕEcav (A.1)

Er = −rF Ein + tFrEe−2iϕEcav (A.2)

Et = tEe−iϕEcav (A.3)

の関係があり、それぞれを入射電場 Einについて解くと
Ecav

Ein
=

tF

1 − rFrEe−2iϕ (A.4)

Er

Ein
= −rF +

t2
FrEe−2iϕ

1 − rFrEe−2ϕ (A.5)

Et

Ein
=

tFtEe−iϕ

1 − rFrEe−2iϕ (A.6)
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となる。入射強度、反射強度、透過強度、共振器内強度をそれぞれ Pim,Pr,Pt,Pcavと
おくと

Pcav

Pin
=

�����
Ecav

Ein

�����
2

=
t2
F

(1 − rFrE )2 + 4rFrE sin2 ϕ
(A.7)

Pr

Pin
=

�����
Er

Ein

�����
2

=
((r2

F + t2
F )rE − rF )2 + 4rFrE (r2

F + t2
F ) sin2 ϕ

(1 − rFrE )2 + 4rFrE sin2 ϕ
(A.8)

Pt

Pin
=

�����
Et

Ein

�����
2

=
t2
Ft2

E

(1 − rFrE)2 + 4rFrE sin2 ϕ
(A.9)

となり、式 (A.7)より整数 nを用いて ϕ = nπとなるとき共振することがわかる。つ
まり共振器長が条件

L =
nπc
ωL

(A.10)

を満たすときに共振する。
また共振条件を満たすレーザーの周波数の間隔 c/2Lを FSRといい、共振ピーク
の半値全幅と FSRの比をフィネスという：

F =
π
√

rFrE

1 − rFrE
(A.11)

反射率の高い鏡を用いるほどフィネスは上がり、共振は鋭くなる。
次に共振器から光子が失われていく時間スケールを表す因子を定義する。インプッ
トミラー、アウトプットミラー、共振器内のロスで失われていく時間スケールをそ
れぞれ κin、κout、κlossとし、その和を

κ = κin + κout + κloss (A.12)

と書く。κはキャビティポールや共振器の線幅とも呼ばれる。各因子は次のように
書ける：

κ =
πc

2LF (A.13)

κin =
ct2

F

4L
(A.14)

κout =
ct2

E

4L
(A.15)

(A.16)

これらの因子によって共振器は 3つに分類される：

κin > κout ⇐⇒ オーバーカップリング共振器 (A.17)

κin = κout ⇐⇒ クリティカルカップリング共振器 (A.18)

κin < κout ⇐⇒ アンダーカップリング共振器 (A.19)

次に離調∆を定義する。ある共振器長 Lに対し共振する角周波数ωcavとレーザーの
角周波数の差が離調である：

∆ = ωL − ωcav (A.20)
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規格化された離調角周波数 δは

δ =
∆

κ
(A.21)

と定義される。
離調角周波数 δやキャビティポール κなどを用いると式 (A.8)、(A.9)、(A.7)は次
のように書き直せる [9]：

Pcav

Pin
=
F
π

2κin

κ

1
1 + δ2 (A.22)

Pr

Pin
= 1 − 4κin

κ

(
1 − κin

κ

) 1
1 + δ2 (A.23)

Pt

Pin
=

4κinκout

κ2

1
1 + δ2 (A.24)

式 (A.22)より、強いオーバーカップリング共振器 (κin ∼ κ)のとき共振器内パワーは
約 2F /π倍となることがわかる。

光ばね

次に離調した際に生じる光ばねについて記す。鏡を共振点から離調したある点に
おいて鏡の機械的な復元力とアクチュエータによる力とレーザーの輻射圧の合力が
つり合うようにする。そこから鏡が変位したときレーザーの輻射圧は図A.2左のよ
うに線型に変化するため、離調の向きによってばねや反ばねとしてとして働く。こ
の光ばねには減衰効果もある。これは共振器内のレーザーパワーの変化が鏡の変位
に追従する際に遅延があるためで、輻射圧は正確には図A.2右のようになり、ダン
ピング効果やアンチダンピング効果となる。光ばねの複素ばね定数は

K (ω) ≃ 16ωLF 2Pin

π2c2

κin

κ

δ

(1 + δ2)2

(
1 − 2iω

κ(1 + δ2)

)
(A.25)

= Kopt + iΓoptω (A.26)

と書ける [42]。実部 Koptは鏡の共振周波数を変化させ、虚部 Γoptは鏡の散逸を変化
させる。通常の機械的なものなどに起因する散逸は式 (1.14)の熱雑音を生じさせる
が光ばねによる散逸は熱雑音がないのが特徴である。
ただし Koptと Γoptは必ず異符号になるため光ばねは不安定なばねであり、その他
の外力も含めたトータルのばね定数の実部と虚部が正になるようにしなければなら
ない。もしくは安定な光ばねを構成する手法が 2つある。1つ目は光ばねを 2本用い
ることである。これによりトータルの Koptと Γoptをどちらも正にできる [43]。2つ
目は共振器を用いない手法である。この場合振動子の変位と輻射圧の変化の間に遅
延がないため Γoptはゼロになる [44]。
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図 A.2: 離調したときの輻射圧

冷却

機械振動子の冷却について記す [9, 42]。
オプトメカニクスにおいては機械振動子のエンタングルメント状態を生成するこ
とが 1つの目標であり、そのためには感度を標準量子限界に到達させるのみならず
振動子を基底状態に冷却する必要がある。オプトメカニクスにおいて基底状態とは
フォノン数が 1以下の状態を指す。まずフォノン数について述べる。
フォノン数 npnは振動子のエネルギーが 1量子 ℏωmを単位として基底状態よりも
どれだけ大きいかを示す物理量であり、平均 2乗変位量 ⟨x2⟩を用いて

npn =
mωm

ℏ
⟨x2⟩ − 1

2
(A.27)

と書ける。厳密な基底状態では npn=0となる。
フォノン数は熱雑音起源の熱フォノンとレーザーの輻射圧揺らぎ由来の輻射圧フォ
ノン数に分けられ、トータルのフォノン数を 1以下にするためにはこれらのフォノ
ン数を 1以下にする必要がある。
熱フォノン数を下げるには実効温度

Teff =
γm

γeff
T (A.28)

を下げれば良い。ここで γmは振動子の機械的な散逸であり、γeffはトータルの散逸
である。つまり何らかの方法で散逸を増やすことができればよいことがわかる。
輻射圧フォノン数を減らすには good cavityと呼ばれるωm ≳ κを満たす場合と bad

cavityと呼ばれる κ ≳ ωmを満たす場合で戦略が異なる。good cavityならば光ばねを
用いたサイドバンド冷却によってパッシブに輻射圧フォノン数を 1以下にできるが
bad cavityの場合はフィードバック冷却をしなければならない。ワイヤーで懸架した
通常の振り子の場合共振周波数が低く bad cavityになるためフィードバック冷却が
必要である。鏡が十分重い場合は鏡にアクチュエーターを取り付けられるが、鏡が
微小な場合は困難なため光ばねを用いてリモートに微小鏡をアクチュエートする手
法がある [9]。なお例外的に、磁石懸架システムの場合は bad cavityでありかつ懸架
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鏡が微小であるが、懸架鏡が磁化しているためコイルを用いて直接アクチュエート
できると考えられる。
また、基底状態に冷却できたとしてもコヒーレントに 1回以上振動しなければ冷
却の意義はない。これは fQ条件と呼ばれ室温において以下の条件を満たさなければ
ならない：

fmQm > 6 × 1012 (A.29)

これは満たすのは非常に困難であるが光ばねで共振周波数を上げればこの条件は以
下のように緩和される:

fmQm > 6 × 1012
(

fm

feff

)3

(structure) (A.30)

fmQm > 6 × 1012
(

fm

feff

)2

(viscous) (A.31)

磁石懸架の場合共振周波数 fm = 18 Hz、Q値は悪く見積もっても 2 × 109であった
が feff = 300 Hz程度で式 (A.31)を満たす。
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付録B 磁石懸架システムの図面

図 B.1: 磁石

図 B.2: 鉄芯
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図 B.3: 鉄板

図 B.4: 磁石のクランプ
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図 B.5: ステンレスの容器の下蓋

図 B.6: ステンレスの容器
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