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はじめに

　 A.Einstein が提唱した一般相対性理論の予言によれば、物体の加速度運動が時空をゆがめることが

知られている。ゆがみは波のように伝わることから重力波と呼ばれる。重力波は流入の前後で太陽から地

球までの距離を水素原子半径だけ変化させる程度であり、検出するのがきわめて難しい。重力波はブラッ

クホールなどの巨大な質量をもつ、物体が連星合体をしたときに放出されることが知られている。　重力

波を観測するための検出器が作られている。例えばアメリカにおいて、リビングストンやハンフォードに

設置された LIGO、イタリアに建設された Virgo、またヨーロッパで計画されている Einstein Telescope

などがあげられる。検出器は重力波望遠鏡と呼ばれ、一般的にマイケルソン干渉計の構造をもつ。マイケ

ルソン干渉計を簡単に説明すると、それぞれ先端に鏡をもつ 2方向に突き出た経路において、光を往復さ

せるという基本構造をもち、重力波が干渉計に入ると、光路長が変化し、位相差が生じるというものであ

る。日本においても岐阜県神岡においてもマイケルソン干渉計の重力波望遠鏡’KAGRA’が建てられ、

重力波を観測する試みがある。KAGRAは地面振動を下げるために地下 300mに建てられている。その

ため、地下では地下水が生じ、それが重力波に対する雑音になる。具体的には、地下水が波打つことに

よって、重力勾配が生じ、干渉計のミラーに対して、ひずみが生じてしまうのである。本論文では地下水

の排水による重力勾配の変動から発せられる雑音の大きさをシミュレーションソフト AutodeskCFDを

用いて評価し、その寄与を具体的に突き止めることを目標にする。
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第 1章

一般相対性理論による重力波の定式化

1.1 重力波の線形近似

　この章では、一般相対論による重力波を波動方程式を用いて理論的なモデルを導出する。ベクトル

A = (A0, A1, A2, A3) に対して同一の添え字に対して和の記号を省略するものとする。（Einstein の記

法)すなわちベクトルA,B に対して、

　
4∑

i=0

AiBi ≡ AiBi (1.1)

（Einsteinの記法)

1.1.1 座標変換

座標変換　 x → x′ を考える。このとき、座標変換によって、Aは　

A′
i =

∂x′
j

∂xi
Aj (1.2)

へ座標変換される。

1.1.2 計量テンソル

一般相対性理論によれば、時空の歪みは 4× 4行列の計量テンソル gij で記述できる。歪みのない空間

では計量テンソル gij はミンコフスキー計量と呼ばれ、となる。べクトル Ai に対して、反変ベクトル Aj

は次のようになる。

Ai = gijAj (1.3)

また共変ベクトルから反変ベクトルへの変換は

Ai = gijA
j (1.4)

となる。このとき gij は gij の逆行列であり、

gijg
jk = δji (1.5)

gijgjk = δik (1.6)
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となる。このときベクトルの内積は

A ·B = AiBi = gijAjBi (1.7)

となる。

1.1.3 一般相対性理論

一般に座標変換に対して、

Cj1j2···jm
i1i2···in =

∂x′
j1

∂xl1

∂x′
j2

∂xl2

· · ·
∂x′

jm

∂xlm

∂xi1

∂x′
k1

∂xi2

∂x′
k2

· · · ∂xin

∂x′
kn

Cl1l2···lm
k1k2···kn

(1.8)

となる量を n回反変m回共変テンソルという。

クリストッフェル記号は計量テンソルに対して、次のように定義される量である。

Γi
jk =

1

2
gia

(
∂gia
∂xk

+
∂gka
∂xj

− ∂gik
∂xa

)
(1.9)

また、測地線の方程式は次のように書くことができる。

d2x

dσ
+ Γi

jk

dxj

dσ

dxi

dσ
= 0 (1.10)

測地戦の方程式は, 世界距離に関して、変分原理を用いることにより導出できる。

ここで σ は測地系における時間変数の固有時間である。

重力テンソルを Gµν は以下のように書ける。

Gµν = Rµν − 1

2
gµνR (1.11)

である。ここでリーマン曲率テンソル Ri
jkl は

Ri
j,kl =

∂Γi
jl

∂xk
−

∂Γi
jk

∂xl
+ Γm

jlΓ
j
mk − Γm

jkΓ
i
ml (1.12)

で与えられる量であり、

Rµν は

Rµν = Ri
µiν (1.13)

で与えられる。

Rはリッチスカラーと呼ばれる量で、

R = gµνRµν (1.14)

で定義される。
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重力テンソルを Gµν 運動量エネルギーテンソルを Tµν とすれば、以下の関係が成り立つ。

Gµν = Rµν − 1

2
gµνR =

8πG

c4
Tµν (1.15)

運動量エネルギーテンソルは

Tµν = ρc2


u0u0 u0u1 u0u2 u0u3

u1u0 u1u1 u1u2 u1u3

u2u0 u2u1 u2u2 u2u3

u3u0 u3u1 u3u2 u3u3

 (1.16)

で定義される量である。ただし、ui は ui =
dx

dσ
で定義される固有速度である。このことから、運動量エ

ネルギーテンソルというものがみつかれば、重力テンソルを見つけることができる。

1.2 重力波方程式

真空中 Tµν = 0の弱い重力場を考える。このとき計量は

gij = ηij + hij (1.17)

(1.18)

と書くことができる。ηij は先に与えられたミンコフスキー計量であり、hij は微小に変化した項である。

|hij | << 1とすることができる。

ここで逆行列 gij は

gij = ηij − hij (1.19)

と書きあらわすことができる。hij が 2次以上の項を省くと、式 (1.13)から、

Rij =
1

2
ηkt (htj,ki − hij,kt − htk,ji + hik,jt) (1.20)

となる。

ここで、Ωij = hij −
1

2
ηijh とすれば

∂Ωij

∂xi
= 0 (1.21)

となるようにゲージ条件を課すことができる。このようにして, k を定数にして、アインシュタイン方

程式は以下のように書ける。

Ωij = −2kTij (1.22)

ここで無限小変換

xµ → xµ′
= xµ + λµ (1.23)
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を考えると、計量テンソルは g
′

ij = gij − ∂λi − ∂iλj となる。このとき Ω
′
は

∂Ω′

∂xi
=

∂Ω

∂xj
+ ηij (1.24)

と変換される。

リッチスカラー Rは

R = gijRij (1.25)

= (ηij − hij)Rij (1.26)

=
1

2
ηijηkt (htj,ki − hij,kt − htk,ji + hik,jt) (1.27)

=
1

2

(
ηij

)
　 (1.28)

=
∂2hij

∂xi∂xj
−□h (1.29)

ただし、

h = 　ηijhij　 (1.30)

□ = ηij
∂2

∂xi∂xj
(1.31)

と定義した。このとき、アインシュタイン方程式は式 (1.15)より

□h̃µν =
16πG

c4
Tµν (1.32)

となる。

1.3 重力波の解

特に真空中では、T=0となるので、式 (1.32)は □h̃µν = 0 となる。この波動方程式を解くと、次の一

般解で h̃µν を表すことができる。

h̃µν = aµν exp(ikλx
λ) (1.33)

これを波動方程式に再度、代入すると

ηλσaµνkλkσ = 0 (1.34)

またゲージ条件を課すと、

ηλνkνaµλ = 0 (1.35)

が成り立つ。式 (1.34),式 (1.35)より次の条件式が成り立つ。

kiki = 0 (1.36)
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kλaµλ = 0 (1.37)

式 (1.36)から、重力波は、光速で伝わり、式 (1.37)から振幅ベクトルと波数ベクトルの内積が 0である

ので、直交していることがわかる。それゆえ、重力波は横波である。

ここで、座標をゲージ変換すると、

x′σ = xσ + ξ (1.38)

トレースレス条件は

hµν = ˜hµν (1.39)

となる。k0 = k3 = k, k1 = k2 = 0のｚ方向に重力波が進行している場合を考える。式 (1.37)と式 (1.39)

の条件を満たすとき

aµ0 + aµ3 = 0 (1.40)

a00 + a11 + a22 + a33 = 0 (1.41)

となる。このとき平面波の解は

hµν =


0 0 0 0
0 h+ h× 0
0 h× −h+ 0
0 0 0 0

 exp ik(ct− z) (1.42)

となる。このように、重力波の変化は ×方向に対する変化と＋方向に対する変化の２通り存在する。

1.4 重力波の検出

重力波がテストマスに与える影響を考える。測地線の方程式を考えると、

d2xi

dσ
+ Γi

jk

dxj

dσ

dxk

dσ
= 0 (1.43)

となる、初期状態に対して、テストマスが静止している場合、測地線の方程式は

d2xi

d2σ
= −Γi

00 = 0 (1.44)

となり、テストマスはそのまま静止し続けることがわかる。２点間の固有距離を考える。(0, 0, 0, 0) と

(0, ϵ, 0, 0)このとき、固有距離の変化は ∫ x2

x1

|ds| ≈ |g1/211 |ϵ (1.45)

≈ (1 +
1

2
h11)ϵ (1.46)

となることがわかる。ただし、ϵは非常に小さいとした。したがって、重力波は２地点の固有距離の変化

となって現れる。
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第 2章

重力波測定の原理

2.1 マイケルソン干渉計

図 2.1 マイケルソン干渉計の模式図

マイケルソン干渉計は、２地点の光路長の変化に基づいて、重力波の変化を調べる

干渉計に入射する電場のビームを E = E0 exp (iΩt) とする。このとき、ビームスプリッタを 1/2反射

して、1/2透過するとする。マイケルソン干渉計を透過した際の位相変化を ϕx, ϕy とすると、でてきた、

波は

Eout =
1

2
E0 (exp[iΩ− ϕx] + exp[iΩ− ϕy]) (2.1)

となる。したがって、レーザーの強度 Pout は電場の振幅の２乗だから、

Pout = |Eout| (2.2)

=
1

2
E2

0(1− cos (ϕx − ϕy)) (2.3)

とかける。

このようにマイケルソン干渉計のレーザーの強度は x アームと y アームで生じる位相変化の差

ϕ = ϕx − ϕy に依存する。ϕ = π のとき最大の強度をもち、ϕ = 0のとき、最小の強度になる。
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2.2 重力波に対する干渉計の応答

重力波がマイケルソン干渉計に到達したときの応答を求める。z 方向から、＋モードの重力波が流入す

る場合を考える。今、光は固有距離 ds = 0の軌跡をとるから、

ds2 = −c2dt2 + (1 + h(t))dx2 (2.4)

= 0 (2.5)

ゆえに

dx =
c√

1 + h(t)
dt (2.6)

≈ (1− 1

2
h(t))cdt (2.7)

とできる。xアームの往復にかかる時間を ∆tx とすると、

2Lx

c
=

∫ t

t−∆tx

(1− 1

2
h(t))dt (2.8)

よって

∆tx =
2Lx

c
+

1

2

∫ t

t−∆tx

h(t)dt (2.9)

これより、往復の位相変化は

ϕx = Ω∆tx (2.10)

=
2LxΩ

c
+

Ω

2

∫ t

t− 2Lx
c

h(t′)dt′ (2.11)

y 方向についても同様に計算すると

ϕy =
2Ly

c
+

Ω

2

∫ t

t− 2Lx
c

h(t) (2.12)

となる。y方向は積分前の符合は-にとる。基線長の長さ L ≈ Lx ≈ Ly とすれば、このとき位相差 ϕは

ϕ = ϕx − ϕy =
2L′Ω

c
+Ω

∫ t

t− 2Lx
c

h(t′)dt′ (2.13)

また、重力波による位相変化を δϕGW とすれば、

δϕGW = Ω

∫ t

t− 2Lx
c

h(t′)dt′ (2.14)

となる。ただし L′ = Lx − Ly である。このとき、式 (2.13)から、式 (2.14)が重力波による位相の変化

として検出される。
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2.3 周波数応答

重力波の周波数とマイケルソン干渉計との応答との関係を調べる。h(t)をフーリエ積分展開すると

h(t) =

∫ ∞

−∞
h(ω) exp (iωt)dω (2.15)

となるが、式 (2.14)に代入すると、

δϕGW =

∫
2
Ω

ω
sin

(
lω

c

)
exp

(
−i

ωl

c

)
h(ω) exp(iωt)dω (2.16)

HMI = 2
ω

c
sin

(
lω

c

)
exp

(
−i

lω

c

)
(2.17)

HMI は周波数応答関数といい、

lω

c
=

π

2
(2.18)

になるとき、最大値をもつ。例えば、100Hzで最適な基線長は約 750km であり、とても現実的ではない。

そのため、基線長の長さを稼ぐために、基線長間で何往復もするように、干渉計の腕に鏡を追加するファ

ブリーペロー方式が用いられる。
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第 3章

重力波検出器の雑音

今回、もちいられる重力波検出器’KAGRA’は神岡地下に 200mに埋められた重力波干渉計である。本

節ではこの地下に与えられる雑音の大きさを説明する。

3.1 パワースペクトル密度

ある物理量 X(t)について、そのフーリエ変換を次式で定義する。

X (ω) =

∫
X(t)eiωtdt (3.1)

この時、パワースペクトル密度は次式で定義できる。

SPSD = X (ω)X ∗(ω)ω (3.2)

パワースペクトル密度の平方根をとった量、振幅スペクトル密度を考え, それ雑音の大きさとして評価

する。図 3.1は 10Hz以下の超低周波領域での KAGRAの感度領域の一覧の様子である。左はひずみ感

度の大きさを振幅スペクトル密度を用いて、単位は [Hz−1/2]に直したものである。

図 3.1 KAGRA感度

超低周波領域では地面振動や本実験であつかう、水の液面の変動によるニュートニアンノイズが効いて

くる。
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第 4章

流体に関する種々の基礎知識

今回、水の流れの様子を解析するにあたって、流体力学、および水理学の基礎知識についてこの章では

説明をする。

4.1 マニングの粗度係数と壁面粗さ

河川やパイプの壁面の粗さを見積もった値に粗度係数というものがある。[4]によれば粗度係数 nには、

マニングの公式という関係が成り立つ。それは次式で表され、

n =
1

v
R2/3I1/2 (4.1)

となる。

I は動水勾配、R は径深、Aは流積 [m2] S は潤辺 [m]である。各用語について説明する。

径深、潤辺、動水勾配の説明

図 4.1より流積 Aは流体が流れる断面積に該当する。このとき、潤辺 S とは断面図において流積 Aを

みたす流体が壁に接している辺の長さである。また径深 Rは断面積を潤辺で割った値である。つまり、

R = A/S (4.2)

となる。
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図 4.1 流積 Aと潤辺 Sの関係図

次に、動水勾配 I について説明する。まず、動水勾配 I を定義するために損失水頭について説明する。

損失水頭

流体における圧力の変化を長さのスケールに置き換えた量を損失水頭と呼ぶ。ただし、損失水頭は圧力

を p,径深を R、流体の平均流速を V としたときに

δp = f
d

R
V 2 (4.3)

を満たす dである。ただし f は管摩擦係数である。f は自由表面をもつ流体のコールブックの式

1√
f
= −2 log

(
ϵ

12R
+

2.51

Re
√
f

)
(4.4)

などから、導出される。ただし、ϵは絶対粗度であり、後述する壁面粗さ Ra に関して

ϵ = πRa (4.5)

の関係がある。また Reはレイノルズ数である。このようにして、求めた dに対して流体の流れる水平距

離を Lとしたときに動水勾配 Iは

I = d/L (4.6)

として定義される。今回のように流体が、時間変化しない場合を扱う場合には、一般的に、動水勾配は単

に流体の傾きとしてよいことが知られている。粗度係数は管摩擦係数と流体の径深、平均流速からもとめ

ることができるが、本実験で用いられるパイプは株式会社クリモトポリマーが提供しているシングルプレ

スト ϕ=400というパイプであり、粗度係数が n = 0.016であることが既に判明している。

([11] http : //www.kuripoly.jp/product/kurimoto press/)

相当粗度

粗度係数から、相当粗度を求めることができる。相当粗度 ks とは、壁面の平均的な高さを定性的に示

した量である。相当粗度は数値シミュレーションで必要な壁の表面粗さを求めるのに用いる。[2]によれ



第 4章 流体に関する種々の基礎知識 16

ば、相当粗度と粗度係数の関係を示すマニングストリンクラーの式は以下のように書ける。

n =
ks

1/6

7.66
√
g

(4.7)

g は重力加速度である。n = 0.016よりから ks =3.2mmである。

表面粗さ Ra

[1]によれば、表面粗さ Ra を用いて、粗度係数が nが流れの状態によらないとき、ks～2 ∗ Ra 程度で

あることが知られている。今回の場合も ks = 2 ∗ Ra として、計算することにする。Ra というのは、摩

擦の粗さの高さの平均値であり、壁面の平均高さが 0であるよう原点において、

Ra =
1

2l

∫ l

−l

|f(x)|dx (4.8)

と定義される。

[6]によれば、Ra は以下の図 4.2のようにして算出される。

図 4.2 表面粗さの定義図 [6]より

これより Ra=1.6mmとなる。ただ、この値は非常に現実と遠くため、後述するように現実に近い値で

ある Ra = 0.2mmにおいても解析を実行した。

4.2 自由サーフェスと開水路

自由表面をもつ、流体を開水路という、例えば、河川は開水路である。それとは逆で液面をもたない流

体が流れる道を閉水路という。たとえば、水道は水面を持たないので、閉水路に分類される。今回は開水

路の条件を用いて、流体のシミュレーションを行う。開水路のシミュレーションは表面の複雑な変化を扱

うため、非定常解析となる。図 4.3に [10]から開水路の様子を載せる。
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図 4.3 開水路の様子 [9]より

4.3 ナビエストークス方程式

波の支配方程式は一般にナビエストークス方程式で表わせることがしられている。ニュートン流体を仮

定している場合のナビエストークス方程式は以下のようである。

ρ
dv

dt
= µ∆v + p (4.9)

µは粘性係数である。および連続の方程式は

∂ρ

∂t
+∇ · (ρv) = 0 (4.10)

非圧縮流体の場合、ρの時間依存性と位置依存性が消えるため、

∇ · v = 0 (4.11)

が成り立つ。

4.4 ナビエストークス方程式の無次元化 1

ナビエストークス方程式に対して、無次元化された変数 X,V, T への変数変換を行うこのとき、基準と

なる長さの次元を持つ定数を代表長さ L,速度の次元を持つ定数を代表速度 U と呼ぶ。代表長さと代表速

度の説明をする。

4.4.1 代表長さ代表速度の選び方

代表長さ、代表速度の選び方について説明する。代表長さ、代表速度は一般的に観測対象によって選び

方が全く異なる。一般的に円筒のパイプを水が流れる場合には代表長さは内径、代表速度は平均流速が用

いられることが多い。また大きな岩のまわりの波を考えるときには代表長さとして、岩の半径をとり、代

表速度としては波の平均流速をとる。本実験では、円筒パイプの取り方にしたがって代表長さと代表速度

を定義する。
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図 4.4 代表長さと代表流速の関係

4.5 ナビエストークス方程式の無次元化 2

無次元変数への変換は以下のようになる。

X ≡ x/L, V ≡ v/U, T ≡ tU/L (4.12)

このときナビエストークス方程式は以下のように書ける。

dV

dT
=

1

Re
∆V + p (4.13)

ただし、Re = UL/ν で定義されるレイノルズ数という無次元量である。ν は以下で定義される動粘性

係数である。

ν =
µ

ρ
(4.14)

レイノルズ数が等しい流体は同じ無次元化されたナビエストークス方程式を満たすため、流体としての

振る舞いは同じだとみなすことができる。このような流体は互いに相似であるという。また Re>4000を

満たすような流体を乱流、Re<2000を満たすような流体を層流と呼ぶ。大まかに言って、乱流、層流と

いうのは流れの乱れ具合のことを指す。本実験では、常温の水と仮定し、動粘性係数 1.004× 10−6m2/s

とし、代表的速度として、平均速度 ≈ 1m/s 代表長さとして内径 L=0.4mを選択すれば、Re=40000 程

度となるから、明らかに乱流であることがわかる。

4.6 乱流と層流

たとえば、ある流体にインクを流す。このときインクの初速度をあげ、レイノルズ数 Reを大きくする

と、インクは、途中から乱雑な方向に流れる。一方、層流ではインクは、まっすぐ流れる。このような流

れの複雑さの度合を象徴的にカテゴライズしたものが、乱流と層流になる。[8]によれば乱流と層流の流

れの違いを示した図は図 8.2のようになる。
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図 4.5 乱流の変化の様子 [8]より

4.7 充分に発達した流れ

流体は水入口から一定の速度で水が流入した後、劇的に粘性力が働く。この区間を助走区間といい、助

走区間では粘性力により急激な圧力減衰が起こる。D を内径として、助走区間 Li は層流の場合

Li = 0.025Re (4.15)

乱流の場合

Li = 　 (25～40) ∗D (4.16)

となる。今回のモデルでは乱流であり、D=0.4mを代入すると

Li = 10～16m (4.17)

となる。助走区間を過ぎると、流体は進行方向には流速の速度、分布、液面は変化しないことが知られて

いる。このような流れのことを「充分に発達した流れ」や「完全に発達した流れ」に呼ばれる。本実験は、

このような充分に発達した流れにおける乱流の様子を確認する。[10]から引用した図で図 4.6に充分に発

達した流れの様子を載せる。
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図 4.6 充分に発達した流れの様子 [10]より

4.8 常流,射流

水面下流の波が上流に与える場合、常流と呼ぶ。一方、下流の波が上流に影響を与えない場合射流と呼

ぶ。一般に傾きが小さい流れは常流、傾きが大きい場合の流れは射流とみなされる。常流の場合、下流の

水流の変動が上流にも伝搬する。常流か射流かの定義はフルード数が１より大きいか、小さいかによる。

フルード数は以下で定義できる。

F =
v√
gh

(4.18)

ただし、v は平均流速であり、g は重力加速度、hは水深である。

今回の場合は 3km級の長さが存在し、重力の傾きは小さく、常流と予測することができるが、水路の

長さは長いための重力勾配雑音を与える領域は下流域から十分遠くにあるとみなすことができ、影響は一

般的に小さいものと考えられる。しかし、本実験では用いるのは 20mと非常に短いパイプのため下流域

からの影響は下記の出口損失による圧力降下と速度上昇によって生じることは十分考えられる。

4.9 出口損失と速度上昇

出口損失とは流体出口で起きる圧力降下のことである。出口損失は理想流体の場合、ベルヌーイの定理

から流体の速度を v,圧力を p 密度を ρとしたときに

1

2
v2 + p/ρ = const (4.19)

が成り立つ。上記の関係式から、出口付近の圧力が低い領域に達すると、速度 v が上昇することがわか

る。今回の実験も流体出口では圧力 0Paに設定するので、出口付近では速度上昇する可能性がある。
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第 5章

数値流体力学

5.1 陽解法

陽解法とは、コンピューターが流体の方程式の漸化式を更新するにあたって一つの未知変数である未来

時間の項 F が複数の現在時間 P の項で書き表せるような漸化式で、計算を進める手順である。位置の添

え字を iとすると

(F )i = (P )i−1 + (P )i+1 + (P )i

のような形になり、現在の情報から漸化式を更新し、未来時間の物理量を割り出す。

5.1.1 CFL条件

陽解法で、充分な解析を行うには CFL条件を満たすことが必要である。メッシュの粗さを ∆L、時間

刻み幅を ∆t とすると、CFL条件とは以下の条件を満たすことである。v を平均速度としたときに

v ≤ ∆L

∆t
(5.1)

を満たすことである。直観的な説明としてはデータの更新間隔よりも、流体の速度変化が早い場合、解析

が追い付かないというような意味になる。陽解法では、計算を安定的にすすめるためには小さい時間幅を

とらなければいけないことが知られている。また一般的に、陽解法は定常解析において使われることが

多い。

5.2 陰解法

陰解法は、複数の未来時間の未知変数を用いて表される漸化式に対して用いられる数値解法である。漸

化式は現在時間の項が一つあり、

(F )i = (F )i−1 + (P )i + (F )i+1
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のような形になる。たとえば、現在の情報がわかっているとして、

(F )1 = (F )0 + (P )1 + (F )2

(F )2 = (F )1 + (P )2 + (F )3

(F )3 = (F )2 + (P )3 + (F )4

の連立方程式が組める。このうち、たとえば、境界条件が定まっているとして (F )0 と（F）4 の値が確定

しているとすれば、上記方程式は未知変数 (F )1,(F )2(F )3 の３元連立方程式であり、解くことができる。

このように、漸化式と境界条件から解ける連立方程式を導く方法を、陰解法と呼ぶ。一般的に非定常解析

では陰解法が用いられる。今回のシミュレーションでも非定常解析なので。陰解法によるコンピュータ計

算が行われる。また AutodeskCFDはメッシュ間隔に対して、インテリジェント制御機能というものが

あり、計算が収束するように自動で時間刻み幅が制御されるので、今回、それを用いて解析を実行する。

5.3 VOF

開水路において、自由表面をもつ流体の解析は VOF法という方法が便利である。VOFとは Volume

Of Fluidの略称であり、単位体積あたりの流量を指す無次元量である。[7] によれば、各 VOF値が流体

に適用される様子は以下のように書ける。

図 5.1 各 VOF値が流体に適用される様子 [7]より

図 5.1を説明すると、0の値は空気に該当し、1の値は完全にその領域が、流体で埋め尽くされている

ことをあらわす。今回、VOFを用いることで、液面高さの変動を導く。
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第 6章

地下水が作る重力勾配雑音

6.1 地下水が作る重力勾配雑音の定式化

今回、地下水が作る重力勾配雑音が与える誤差の影響を定式化する。図 8.3のように、干渉計のミラー

の下 2mの領域に L =約 3kmにわたって水が流れている。図は [12]から引用した。

図 6.1 ミラーと地下に流れる水流の様子

このとき、ミラーに与える加速度勾配は以下のように記述できる。

a =

∫ ∫
Gρb(x, t)

x2 + y2
dxdy (6.1)

ただし、積分範囲は xは水の流れる方向、y 方向はそれと垂直な水平方向の水が流れている領域である。

w は内径である。ここで bとは時間的な平均と空間的な平均からの水の表面からの変動を指す。Gは万
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有引力定数である。このとき、

a =

∫ ∫
Gρb(x, t) cos θ

D2 + x2 + y2
dxdy (6.2)

= Gρ

∫ ∫
b(x, t)x

(D2 + x2 + y 2)3/2
dxdy (6.3)

= −Gρ

∫ ∫
∂b(x, t)

∂x

1

(D2 + x2 + y 2)1/2
dxdy (6.4)

≈ −Gwρ

∫
∂b(x, t)

∂x

1

(D2 + x2)1/2
dx　 (6.5)

となる。ただし、上の式の 3行目で xに関する部分積分を行い、４行目で y 方向の積分は y = 0まわり

で近似することを用いた。aのパワースペクトル密度を Sa とすれば、

< ã(Ω)ã(Ω′) >=
√

Saδ(Ω− Ω′) (6.6)

とかくことができる。ただし、ã(Ω)は aのフーリエ変換したものであり、<,>は複素共役との積を表

す。ひずみ感度の次元に直したものを
√
Sh とすれば√

Sh =
1

LΩ2

√
Sa (6.7)

と書き表すことができる。

6.2 先行研究-西澤モデル

今回、流体力学の数値シミュレーションでは先行研究-西澤モデルが存在する。大まかに説明すると西

澤モデルは、波の位相速度が一定、乱流が一様であるということと、コルモロゴフのスケーリング法則を

用いることで、感度スペクトルを導いたものである。([12]) 以下にその感度のグラフを [12]から載せる。

図 6.2 各水流の速さにおける雑音 v = 1m/s(青),v = 2(オレンジ),v = 5(緑),KAGRAsesitivity(black)
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ただし D = 2m, w = 0.4m, ρ = 1g/cm3 としてある。水の速度が速いほど、雑音の大きさがおおきこ

とがわかる。また v = 5m/sでは KAGRA感度を制限していることがわかる。

図 6.3 各 Dの違いによる雑音 D=1m(緑),D=2m(オレンジ),D=5m(青)

ただし v = 2.0m/s, ρ = 1.0g/cm3w = 0.4mとしてある。D = 1mでは感度を制限している。西澤モ

デルからは速度が速いほど、雑音がおおきく、距離が遠いほど雑音が小さいことを示している。
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第 7章

実験内容

7.1 パイプの設計

今回、用いるシミュレーションの実行条件を考える。充分に発達した領域が観察できるよう内径 0.4m、

長さ 20mのパイプを設計する。そのあと AutodeskCFD

(https : //www.autodesk.co.jp/products/cfd/overview)を用いて、解析を実行することにより、流体の運

動をシミュレートする。パイプはAutdesk社のFusion360(https://www.autodesk.co.jp/products/fusion-

360/overview) を用いることで設計した。パイプのモデルは以下図 7.1のようになる。また、パイプの先

では水が停滞しないように、排水部を設ける。排水部では、水が自由落下し、自然に下へ排出されるもの

とする。排水部は奥の壁面に当たらないようにゆとりをもたせ、２ｍ程の横幅の長さをとった。排水部の

ようすはは図 7.2に載せる。

図 7.1 パイプの横から見た断面図
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図 7.2 パイプを縦から見た図

7.2 流体の設定:材料エディタ

本実験では水を用いることで、流体の解析を行う。使用する水の条件を以下に載せる。CFDにおける、

水のデフォルト条件に壁面粗さ Ra を変更したもの材料として、使用した。今回、マニングストリンク

ラーの公式によれば、1.6mmの壁面粗さになるので、その値を代入した、材料エディタは図 7.3は以下

のようになる。



第 7章 実験内容 28

図 7.3 材料エディタ

7.3 境界条件

今回の解析は現実の値である十分に発達した領域で流速 v = 1m/s となるように境界条件の速度を

v =0.8,1.2,2.0m/sの３種類で境界条件を設定した。その様子を図 7.4にのせる。

図 7.4 パイプの入口の境界条件

また排水部の底面に圧力０ Paを設定した。その様子を図 8.7に載せる。これは排水部の底面は大気圧

に等しい出口であるということを表している。
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図 7.5 排水部の境界条件

7.4 パイプの傾きの設定

また本パイプは 0.3%で進行方向に傾いているので、自由サーフェス条件で、重力の傾き 0.3%の情報

を加える。その様子を図 8.7に載せる。

図 7.6 重力の勾配の入力
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第 8章

実験結果

8.1 解析結果

時間ごとの解析の様子を以下に示す。それぞれの境界速度

図 8.1 時間プロット v = 2.0m/s

図 8.2 時間プロット v = 1.2m/s



第 8章 実験結果 31

図 8.3 時間プロット v = 0.8m/s

TKEは乱流運動エネルギー TKDは乱流消失率と呼ばれる量である。x方向を鉛直上向き、−yを水の

進行方向 z を水平方向にとっている。最終時刻付近では vx, vy が収束している様子がうかがえる。vz が

振動しているのは水平方向の波の揺らぎによる影響なのではないかと考えられる。

8.1.1 水流の自由サーフェスの様子

v = 2.0m/sにおける水流の自由サーフェスの様子を提示する。流体の色は流速を表している。赤に近

づくほど、流速が早い。

図 8.4 VOF0.5以下の領域
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図 8.5 横から見た VOF0.5以下の領域

ごく自然に水が流れており、不自然な点はないことがうかがえる。

8.1.2 メッシュの様子

以下に VOFが 0.5以下になる領域の水面のメッシュを載せる。

図 8.6 充分に発達した領域のメッシュ

図 8.6より、水面では約 3.5cmおきにメッシュが作られていることがわかる。

8.1.3 水流の速度

それぞれの速度において、水流の鉛直中心部 (底から 10cmの高さ)の流速の直線分布を調べた。図 8.7,

図 8.8,図 8.9にそれらを載せる。
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図 8.7 境界条件 v = 2.0m/s最終時刻 31secにおける鉛直 10cmの位置の入口から出口までの流速の直線分布

図 8.8 境界条件 v = 1.2m/s最終時刻 45secにおける鉛直 10cmの位置の入口から出口までの流速の直線分布
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図 8.9 境界条件 v = 0.8m/s最終時刻 77.9secにおける鉛直 10cmの位置の入口から出口までの流速の直線分布

このことから、全体的に 13m～15m付近までは安定しており、15mを超えると急激に加速してること

がわかる。加速は出口の圧力降下によるものではと考えられる。13m～15m までの間を十分に発達した

領域とみなし、特にその付近での流速が 1m/sに落ち着いている、境界条件 v = 2.0m/sの解析モデルが

正しいとして考えることができる。

次に充分に発達した領域における、液面の高さの位置依存性を調べる。

8.2 充分に発達した領域における液面高さの位置依存性

今回、VOFの時間平均からの変化が水面の高さの変化に比例するとみなすことで、水面の高さの変化

を算出する。

液面に相当する高さとして、最終時刻における入口から 13mの位置で VOF＝ 0.5となる水面の高さ

とした。そのような位置はパイプの下から 10cm の高さとなった。その高さにおける充分に発達した領

域 [13m～15m] の VOFの直線分布を時間 [30.64～31sec]の間で 0.04secずつとりだし、その時間平均を

とったものとの差をもとめる。そのような差分は以下のようになった。
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図 8.10 13m～15mまでの距離-VOFの変動 (30.64secから 0.04secずつ５点)

図 8.11 13m～15までの距離-VOFの変動 (30.84secから 0.04secずつ 5点)

ことなる時間で、著しく変化することがうかがえる。これは乱流により流体の安定性が低いためである

推測する。これが液面の平均からの変化 b(x, t)に比例すると考えられる。
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8.3 d(b(x, t))と d(VOF)の比例係数

次に VOFの変動と水面高さの比例係数を算出する。これは２つの時刻の間で、ある点における VOF

の変化量と、VOFが一致する液面高さの変化量の比をだすことで求める。28secでは、13mの位置で、高

さ 9.84cmが VOF=0.5の位置になっていた。すなわち、VOF=0.5の点は 0.16cm下降した。また、こ

のとき 10cmの位置では VOF=0.496673であり、このことから、VOFの変化量は 3.33× 10−3 である。

したがって、水面の高さの変化量と、VOFの変化量の比は

d(b)/d(VOF) = 0.0016/(3.33× 10−3) = 0.481m (8.1)

となった。

8.4 式 (6.5),式 (6.7)から重力勾配雑音の導出

式 (8.1)を図 8.10図 8.11にかけることによって、それぞれの時刻における十分に発達した領域におけ

る b(x, t)を求めることができる。次に、これによって、式 (6.5)および式 (6.7)を求める。次の仮定をと

る。充分に発達した領域の波は一様に流れる。つまり、[13m～15m]の波の変化の様子が式 (6.5)の積分

区間において周期的に繰り返されるものとする。

今回、積分領域を [± 6m] で 0.01m ごとに区分求積法によって求めることにする。これを求めた図が図

8.12のようになる。それぞれ D = 0.2, 2, 5mによって分類した。

図 8.12 D=0.2,2,5mにおける KAGRA感度との比較
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図 8.12より 4Hz以上で感度を制限することがわかる。積分範囲が足らなかったのではないかと考え、

積分範囲を倍に拡張したものも計算した。それも提示すると

図 8.13 積分範囲± 12mに拡張した D=2,5m

となった。

全般的に積分を大きくるすると、雑音の大きさは小さくなった。また、D=5mの雑音が D=2mによる

雑音より大きいという西澤モデルに反する不可解な結果になった。さらに、依然として雑音は、KAGRA

感度を 5Hz以上で制限することが分かった。

8.5 フルード数の計算

今回のモデルにおいて、充分に発達した領域における液面の高さからフルード数を計算すると、

F =
v√
gh

= 0.714 < 1 (8.2)

となった。したがって充分に発達した領域は常流であることがわかり、下流域の影響を受けていることが

わかる。

8.6 追加実験 Ra = 0.2mm

今回の実験では、ニュートニアンノイズが脅威的であったため Ra = 0.2mmに再設定して v=2.0m/s

の同条件で解析を行い,流速の分布を調べた。その様子を以下に載せる。
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図 8.14 Ra=0.2mmにおける時間プロット

図 8.14をみれば、わかるように、vx, vy はともに収束していることが見受けられる。

図 8.15 Ra =0.2mmにおける-10cmの地点における流れ方向の直線分布

雑音スペクトルまで導出はできなかったが、Ra=1.6mmのときより、十分に発達した領域で、流速が

落ち着いていることがわかる。このことから、壁の摩擦の平均高さが小さければ、流速の変動も小さく、

雑音も小さいのではという関係が推測できる。

8.7 より厳密は液面高さの変動の取得

また、より厳密に高い精度で液面の高さ b(x, t)を求める方法を考える。

図 8.16のように VOF=0.5における、液面をマウスポインタであてると左下にデカルト座標で表示で

きる機能が発見された。



第 8章 実験結果 39

図 8.16 液面高さの３次元表示　マウスポインタを流体に当てている。

これを最終時刻から 0.04secずつ 10点前までをサンプリングし、位置に関して充分に発達した領域で

１００点ほどサンプリングすれば、より厳密な液面の高さがわかる。ただ、この方法は手動でマウスを

扱って取得することは困難である。

そこで、例えば、次のような Pythonを用いたプログラムをつかって、効率的な液面の高さを求める方

法で液面高さを取得する。

液面の断面を VOFの値によって次ページの図 8.17のように色をレベル分けする

1.マウスを鉛直方向にずらし、VOF = 0.5の色になったら、スクリーンショットをとる

マウスを液面より上の位置に移動させ、波の進行方向にマウスを２ポイントだけ移動させる。1に戻る

これにより、手でマウスを動かす手間が省ける。これをそれぞれの時間ごとで行う。また、そのあとは手

順は

ファイル内のスクリーンショットの文字の部分を抜き出す→ファイル内の文字を csvや txt形式に書き出す
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図 8.17 鉛直方向で切った断面を VOFの値ごとにレベル分けした図

次ページの図 8.18は VOF＝ 0.5の位置の色 (=緑色と水色の境界)までマウスを鉛直方向に移動させ、

その地点でスクリーンショットをとり進行方向に 2pixelだけ移動させ、鉛直方向の位置を初期状態に戻

し、また鉛直方向に液面の境界探す作業を繰り返すというプログラムのコードである。充分に発達した領

域は入口から 13m～15mとした。
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図 8.18

次ページの図 8.19,図 8.20はスクリーンショットで取得した画像から液面の文字を読み取るプログラ

ムコードである。図 8.21 は切り出した文字の画像である。これを X と Y について文字として読み取り

csvファイルに起こす。今回文字を読みとる方法としては TesseractOCR[13]を利用した。
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図 8.19 ピクチャから文字を切り出すプログラムコード１

図 8.20 ピクチャから文字を切り出すプログラムコード 2
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図 8.21 切り出された文字の画像

図 8.22は重力勾配雑音の積分、式 (6.5)を計算するコードである。これを用いて液面は VOFを用いた

重力勾配雑音と同じように、積分区間は入口から 13m～15mの充分に発達した領域が繰り返し出現する

ものとして± 1kmの区間で計算した。また D=2mの場合は積分区間を 2mで計算した。

図 8.22 重力勾配雑音積分を簡略したコード

図 8.23に雑音の結果を載せる。



第 8章 実験結果 44

図 8.23 重力勾配雑音積分を簡略したコード

D=2,1m では重力勾配雑音は依然として 4Hz 以上で KAGRA 感度を制限することがわかる。また、

D=5mの計算結果は 0となり、グラフに載せることはできなかった。また D=2m(± 1km)と D=1m(±

1km) は 10Hz 付近で特異的なふるまいを見せている。D=2m(＋ 2m) の急激な減衰とは対照的である。

Dが大きくなれば、急激に雑音が落ちていることから、西澤モデルには反さないこともわかる。
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第 9章

総括と今後の課題

9.1 総括

VOFの変動から液面高さの変動を見積った方法では、積分領域を ± 12mとっても波によるニュート

ニアンノイズの大きさは脅威的であることが判明した。D=5m の雑音が D=2m による雑音より大きい

という西澤モデルに反する不可解な結果になり、雑音は、KAGRA感度を 4Hz以上で制限することが分

かった。また OCR機能を用いた厳密な液面の高さから取得した重力勾配雑音も依然として 4Hz以上で

KAGRA感度を制限することが分かった。この場合は 10Hz付近で雑音が急上昇している。Dが大きく

なれば、急激に雑音が落ちていることから、西澤モデルとは矛盾しないこともわかる。仮に、今回の実験

がうまくいかったのだとしたら、積分範囲が小さく十分な長さが取れていない。また常流であり、出口が

充分に発達した領域と近く、加速されてる効果が効いてくるのが余分な効果になっている。また、メッ

シュが粗く十分な精度が得られていないなどがあげられる。

9.2 今後の課題

今後の課題としてはパイプの傾きが実は 1%であることが判明したので、その場合での重力勾配雑音を

求めることや、今回の流量より少ない流量での雑音の挙動などを調べることは重要である。また、水の流

入面積や流入速度を変化させ、細かな違いが重力勾配雑音にどの程度変化を及ぼすのか調べることで重力

勾配雑音の性質に関する新たな知見を得ることもできるだろう。
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